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H) 新 登 字 092 号 


Ae if tt 
本 节 主 要 阐述 复 解析 映照 的 近代 动力 系统 的 基本 再 论 , 并 介绍 这 一 领 直 
的 一 些 最 新 结果 及 应 用 。 主 复 内 容 包 括 ; ABR RSA. Sullivans | 


于 局 期 定理 和 分 类 定型, 整 函数 的 动力 系统 及 一 般 解 术 当 碌 的 动力 系统 . 
本 书 可 作为 大 学 数学 系 高 年 级 学 生 和 研究 生 的 教科 书 ， 也 可 供 大 学 数学 ， i 
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党 解 析 动 力 系统 的 研究 已 有 70 多 年 的 历史 了 。 早 在 本 世纪 
20 年 代 ，Fatou 和 Julia 就 对 有 理 了 映照 动力 系统 和 整 函数 动力 
系统 的 性 质 进行 了 研究 。 在 其 后 的 五 六 十 年 间 ， 这 方面 的 研究 孝 
没有 什么 突出 的 进展 。80 年 代 初 期 ，B. Mandelbrot 等 科学 家 将 
计算 机 技术 有 效 地 运用 于 这 一 领域 ,同时 在 理论 研究 上 ，Sullivan 
-等 数学 家 将 拟 共 形 映 腿 和 Teichmüler 空间 等 理论 应 用 于 这 一 人 
域 ,取得 了 突破 性 的 进展 。 复 解析 映照 磷 代 动力 系统 的 研究 ,重新 
获得 了 生机 ,并 及 由 于 它 与 浑 汪 理论 .分 歧 理 论 及 分 形 几何 等 领域 
有 着 紧密 的 联系 ， 引 起 了 数学 界 和 其 它 领域 的 巨大 兴趣 和 关注 。 

旧 前 国内 尚 没有 复 动力 系统 理论 方面 较 侈 面 、 系 统 的 著 作 。 
本 书 的 目的 是 向 国内 有 兴趣 的 数学 工作 者 及 研究 生 介绍 复 动力 系 
绕 的 基本 理论 和 最 主要 的 新 结果 ,新 进展 ,使 这 一 方向 在 我 国 得 到 
加深 入 的 探讨 和 研究 ,并 将 它 应 用 于 其 它 学科 中 去 ， 

本 书 的 前 身 是 中 国 科学 院 数学 研究 所 的 油印 讲义 《 复 解析 动 
力 系统 》。 作 者 曾 多 次 在 数学 所 等 单位 为 研究 生 讲 授 过 这 门 课程 ， 
此 讲义 还 在 1991 年 全 国 研究 生 讲习 班 和 1992 年 南开 数学 研究 所 
复 分 析 年 上 讲授 过 。 在 此 基础 上 ,作者 进行 了 编写 ,整理 并 加 入 了 
一 些 新 内 容 和 新 结果 。 

全 书 共有 六 章 : 

前 三 章 讨 论 有 理 映照 动力 系统 。 第 一 章 介绍 有 理 动力 系统 的 
基本 概念 ,性质 和 定理 。 这 一 章 的 内 容 主要 是 Fatou 和 Julia 的 
IH. 

第 二 章 主 要 讨论 Sullivan HFZTH PARRA DRE 
的 稳定 域 都 是 终于 局 期 的 。 关 于 这 个 定理 ， 本 章 状 重 介绍 作者 本 
人 的 一 个 相对 初等 和 简捷 的 证 明 ,只 用 到 复 分 析 中 的 Riemann ih 


面 和 拟 共 形 映射 等 工具 . 

第 三 章 进一步 介绍 有 理 函 数 动力 系统 的 Sullivan 分 类 定理 ， 
对 有 理 动力 系统 的 稳定 域 给 出 了 十 分 完整 的 刻 划 . 

第 四 章 讨 论 多 项 式 动力 系统 ， 并 用 符号 动力 系统 对 其 Iulia 
集 的 一 些 特性 给 予 描述 。 

第 五 章 讨论 整 函数 动力 系统 的 基本 性 质 和 定理 ， 并 阐述 有 理 
函数 动力 系统 和 整 函数 动力 系统 的 一 些 相似 处 和 相 异 处 。 

第 六 章 介绍 一 般 复 解 析 映 照 的 迭代 动力 系统 ,着 重 讨论 C* 上 
的 全 纯 自 映照 的 动力 系统 和 亚 纯 函 数 动力 系统 。 亚 纯 函数 动力 系 
统 部 分 主要 是 作者 和 Baker, Kotus 合作 的 工作 。 . 
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第 一 章 “有理 函数 动力 系统 的 基础 


本 章 介绍 有 理 函 煞 动 力 系统 的 基础 理论 。 在 前 两 节 中 ， 箱 用 
有 理 函 数 的 基本 性 质 和 正规 族 理论 给 出 Fatou 集 和 Julia BAY 
定义 ;第 3 节 介绍 Julis 集 的 基本 性 质 ; 第 4，5 和 6 节 研 究 全 纯 
函数 的 不 动 点 的 局 部 动力 学 性 质 ; 第 7 和 8 节 利用 非 斥 性 周期 轨 
道 个 数 的 经 典 估计 ， 证 明 Julia REAR ASR RIA: 
最 后 给 出 Fatou 集 的 稳定 域 的 一 些 人 性质, 


SL FARRAH RAE 


RNG C HEH, C= culo}, € 经 球 极 投影 共 形 

ARTO i 

P — {Crn € R?, x3 + 274+ xt 1}, 
C 看 作 球面 ， 作 为 紧 Riemann 曲面 , C 的 两 个 标准 的 局 部 参数 
BiH C35 C 一 {0}， 对 应 的 局 部 参数 觅 有 照 为 * 与 1/s. 

我 们 要 考虑 的 是 球面 亚 纯 且 照 R: 仓 一 他 ， 这 是 有 理 肤 照 ， 
即 有 理 函 数 ， 一 般 形 式 为 Ri) 一 P/O), 其 中 PG) 和 
Oe) 是 多 项 式 , 没 有 公共 零点 。 

我 们 知道 , R 取 任何 点 se Ô 的 次 数 是 相同 的 ，R(e) 一 a 的 
零点 个 数 相同 (其 中 零点 的 重 数 计算 在 内 ), 这 个 相同 的 数 记 为 d， 
称 为 RR 的 度 , 即 d 一 deg(R), BR 

; deg(R} 一 max{deg(P), deg(Q)}, 
其 中 deg(P) 与 deg(9》 是 对 应 的 多 项 式 的 度 ， 即 多 项 式 的 次 
数 ， 

现在 我 们 要 研究 的 是 ,有 理 函 数 R: -Ô BEEK CB 

合 ) 生 成 的 动力 系统 ,简称 为 有 理 (函数 ) 动 力 系统 。 


sks 


ERR n KERE IH 
R* = RoRoss-oR, 
a 
注意 : 对 R"(w) 与 Rs) 的 # 次 方 RO SMUT Asp 
规定 Rom 1d (ESRE). 以 后 ,我 们 异 假 设 4 一 deg(R) > 2, 
BD RAAB HE AE ith 
有 理 动力 系统 最 基本 的 概念 是 轨道 及 其 收 做 性 。 
对 Vz € Ĉe 的 正 向 轨道 记 为 OCs), FEMA 
, O*(2£,) 一 {za =R KEDIA = Ra), - 9%, = Ra) eh 
+, OKABE O) 定义 为 
O (#0) = {2 R Èz), te, RCE), h 
其 中 Ra) ERRAR, Ra) 一 {x E 他 :ReC 一 ah. 
如 果 在 Oo AERP > 0 使 得 Re) z g 
称 s 为 周期 点 ,了 为 周期 . 这 时 OC). 由 周期 循环 组 成 , 记 之 为 
OCz) 一 {eye 一 Ria). + Bp. = RO ahs 
特别 ,当局 期 = 1 时 ，R(so) 一 zo 我们 称 m 为 不 动 点 ,对 应 的 
O*(2,) = {aa}. 
我 们 称 2 一 Ca) = CRY Ge.) 为 周期 点 am 的 特征 值 ， 显然 
a = im) 一 22 =~ n= Aa) 
= R'e)" R(x) + + R’( 2,4). 
Alte 1 也 称 为 局 期 循环 的 特征 信 ， 
现在 我 们 定义 有 理 动 力 系 绕 的 共有 形 共 思 等 份 关系 ， 这 是 简化 
研究 的 一 个 重要 工具 。 
H R,S AAT A BE , 我 们 称 RC) RET S, 如 果 存 
ena em M:C 一 ARR ER, te S—=MecRoM™, 
HARRAR: 


é- 
“| 
C 


it, Re HET s. RNHAAP SS, Bathe M, 将 
R5 8 生成 的 动力 系统 看 作 是 相同 的 ， 同 时 可 化 为 简单 的 动力 系 
统 。 
“例如 ,对 一 般 二 次 多 项 式 RG) = ar + 26z 十 dy HERA 
换 M (2) az+6, WREBT PO 一 好 十 c， 其 中 
. d= (FP—b+ c/a, 
事实 上 ， 
M ioPoM = M Caz + bY +e) 
= Maz? + 2452 + 67+ ¢) 
= (e's? + lobe + P + e — b)jja = RCs). 


XM, —KSRARRKBSNT MSR Pl) 一 对 十 ce。 
现在 对 周期 点 进行 分 类 。 
设 z6 为 局 期 ? UA, RC) 一 am， 特征 信 为 1, Sl ay B 
对 应 的 局 期 循环 Otn) BRM: 
1) 吸 性 的 ,如 果 O< lil <1; 
2) 超 豚 性 的 ;如果 4 一 0; 
3)》 中 性 的 ,如 果 |4| 一 1; 这 时 1 一 ein， 当 gt Q (AH 
数 集 ) 时 , 则 称 为 有 理 中 性 的 ，ae 及 一 Q 时 则 称 为 无 理 中 柱 的 ; 
4) 斥 性 的 ,加 果 1< falco, 
当 4 COT, 0+(zo) 中 必 存 在 唯一 点 2, 使 得 R), 
因此 Zin = R(z;) - oo, 取 c& Otz) Ve de a ae Ha 


t= MO a 


RT 5 一 MRM, XH b = Moe.) 26 SHOP 周期 点 ， 
定义 AE) = (S'Y CE) 为 O*(zo) 与 OFC.) 的 特征 ， 对 4C5》 
所 分 类 型 称 为 对 应 的 0+(z) 的 类 型 。 

例如 ,对 于 一 般 多 项 式 


RG) = a*t ay att pe cee bay, 


co 是 超 吸 性 不 动 点 , 且 Ro) 一 {00}, 
反之 ,如 果 尺 有 一 个 超 吸 性 不 动 点 a， H Ro) 一 {4}, 则 站 


Hk M (2) 一 ++ a, R AMF SAA P 一 MRM”, 
| PT et R: 人 一 他 ere Cw aHoxk BR 
(HE). 

A wW 为 曲面 (二 维 流 形 ), 映 妥 x: Ww 称 为 分 
SRE CHM) WM Y 点 ee WW， 存 在 6 的 分 域 0, 使 得 对 
Ya1€ ra)， 都 存在 邻 域 Un, 满足 Us) 一 UV。， 且 存在 局 部 
SAHE , 

iUa > DC0sr)s QU, => D(0,r), 
其 中 DC0,r) 为 以 7 为 半径 0 DEORE, E 
poxo: DOr) — D(0,r}, z zti, 


这 里 当 k > 1 RAG BOOSTS, KIRI i DAR 
如 果 不 存 在 任何 分 支点 , 则 a: VoW RADERA, A 
HEA. , 
我 们 知道 ， Xt 4} 3 Be xF W, 对 WaeW, x Ca) 办 
有 相同 的 点 的 个 数 4d,1 乏 4d 扎 9， 其 中 分 支点 & 应 看 作 k> 
个 点 ,4 称 为 涛 盖 的 叶 数 . os 
”根据 上 面 定义 可 以 验证 ，R: -Ô 是 一 个 分 支 种 其， 覆盖 
叶 数 为 4 一 deg(R)， 分 支点 为 中 的 临界 点 ci 即 满足 RC2) 一 0 
的 点 ,对 应 的 分 支 重 数 称 为 临界 重 级 。 设 灵 的 所 有 临界 点 的 党 
为 C =e}. WEA Riemann-Hurwitz 公式 ,得 到 
XO) = axQ)+ > Q — 1) 
ED 

其 中 球面 的 Enler 特征 x(C) 一 一 2， 因 此 得 到 

i — De ad — 2, 

“EC 


REA RAIA << 2d 一 2, 
= 4+ 


. $2. Montel 正规 族 理论 与 Fatou 4 
及 Julia 集 的 定义 


首先 ,我们 必须 介绍 一 下 Montel 正规 族 理论 ， 

设 UCC 为 一 个 域 ， 考虑 全 纯 函数 f: 0 一 C RENED 
f:U 一 他 组 成 的 函数 族 ， 在 C 内 我 们 通常 用 欧 氏 虑 离 , 在 仓 上 
则 要 用 球面 距离 ,定义 如 下 : 对 Wa, bEC 

je — b] 

Vib lal Al 十 | ej? 
l 
J/1+ lel? 
考虑 亚 纯 函数 族 F 一 {f U +6, aci), 其 中 了 为 指标 


s 8 °% ©, be OO, 


dla, b) = 
b- œ, 


$. 

2X21 亚 纯 函 数 族 多 称 为 在 鼠 上 是 正规 的 ,如 果 族 F 
中 的 任何 序列 {f,} 都 存在 子 序列 {frit 在 的 任 一 紧 子 集 上 ， 
RRR a, 一 致 收 敏 。 

UREN {f,} 在 局 内 的 任 一 紧 子 集 上 一 臻 收 化 ， 以 后 就 简 
RA h) 在 口内 局 部 一 致 收 雍 ， 

定义 2.2 WHR FS 称 为 在 口上 局 部 等 度 连 续 ， 如 果 对 
口内 的 任何 紧 子 集 K 和 任意 给 定 的 6 > 0， 总 存在 3 > 0, 使 得 
对 Yz E K, 4 dleed <6 时 ,对 Vie FS, 


d Fats), fa(%)) Ze 


”这 两 个 定义 是 等 价 的 。 ”在 内 正规 当 且 仅 当 多 在 U 
内 局 部 等 度 连 续 ， 
下 面 两 定理 是 Montel 正规 定 则 : 
定理 《Montel) HAARR F 一 {f: U >C, aclh 
如 果 多 局 部 一 致 有 界 , 即 对 口 的 任 一 紧 子 集 ,总 存在 M > 0， 
WOM VICK, VREF, AE OEM, fl 多 EU 


* 3 s 


EM, i 
RE (Montel) HEREME F — {j: U >Ô, a61}, 
如 果 F 中 任何 i 都 不 取 三 个 互 不 相同 的 固定 值 4, 5, ce Ô, 
Wl 多 EUREM. 
下 面 的 定理 为 Marty EREM; 
定理 (Marty) WARR ,多 一 {fu :U > Ĉ, ac I} ÆU 
正规 , 当 且 仪 当 F CUAHRESMAM RAR, MAUN 
E—R TEK, 存在 M >O, 使 得 对 YEK, Yj,《 ,球面 
导数 ” | 
if)! 
1+ | 大 (下 
SEs ULB, 如 果 F m {fa UÊ, cel} 
在 口内 正规 , 则 对 YacU, Er BR UCU, F MAIEV 
内 的 族 {loU 一 人 ce 站 ÆU, RER, 并 称 之 为 F EA 
如 正规。 反之 ,如 果 多 ”在 内 任 一 点 正规 , 则 多 EUER, 
对 于 正规 族 多 , 如 果 F 的 序列 局 部 一 致 收效 ， 则 一 定局 
部 一 致 收 仇 于 一 个 亚 纯 函 数 j 包括 常数 函数 f 一 oo。 
另外 ,我 们 将 经 常用 到 Schwarz 引 理 及 单 值 化 定理 。 
约定 记号 ; Dla, r) = {z€@, jz-al <r}. 
Schwarz 引 理 (经 典 形 式 ) 设 jf:D(0, 1) 一 DCO, 1) 为 全 
sR, 100) 一 0， 则 
(a) 对 Ys € DC0,1), [fs | < Izl; 
(b) FOLS. 
另外 ,如 果 存 在 一 点 me DC0,1)\{0}， 使 得 (a) 或 (b) 中 有 
一 -个 等 号 成 立 , 则 FG) 一 ez, KH 9 为 实 常 数 . . 
单 值 化 定理 ” 单 连通 Riemann 曲面 共 形 等 价 于 C,C 或 单 
位 加 DCO.1). 
Riemann HRW HDS RHE W EAS, Be 
BEAT W, RIZK KREM. 
ME KF Montel 正规 族 理论 及 本 书 用 到 的 其 它 有 关 复 分 


析 的 基本 知识 ,可 参考 Ahlfors 的 书 cn。 

单 值 化 定理 及 本 书 用 到 的 关于 Riemann 曲面 的 基本 知识 ， 
”可 参考 一 般 有 关 Riemann 曲面 的 书 .. 作者 与 张 学 莲 合 著 的 书 
《 黎 曼 曲面 》( 科 学 出 版 社 ，1990)052 较 为 基本 简明 ， 是 人 门 的 捷 
径 。 

现在 回 到 有 理 函 数 R:C -他 生成 的 动力 系统 ,应 用 Montel 
TERRE EM Fatou PY Julia 集 这 两 个 基本 概念， 

定义 2.3 对 有 理 函 数 R:C+C, d—deg(R) >2, ze 
称 为 正规 点 ， 如 果 存在 = 的 一 个 令 域 U， 族 {R*} 在 上 内 是 正规 
的 . 

所 有 正规 点 组 成 的 集 记 为 一 FCR)， 称 为 Fatou 集 , E 
规 集 或 稳定 集 。 

所 有 非 正规 点 组 成 的 集 记 为 7 一 ICR), RA Jalia MR, 

根据 定义 ，y 一 人 一 卫 。 

由 正规 族 定义 的 局 部 性 ,我 们 知道 ， FR) EFR, ICR) 是 
闭 集 ， 我 们 称 PCR) 的 连通 分 支 为 稳定 域 ， 

了 是 完全 不 变 集 , B, RCR) 一 RF) = F, AmI tE 
ERER, RU) = RIS. 

ECR) = F(R*), JCR) = ICR), Sich P HIER, 

定理 2.1 /一 J(R) 是 非 空 的 。 

证 明 注意 到 4 一 deg(R) > 2, R 与 R* 一 定 有 不 同 的 不 动 
点 。 

假设 7 一 ø, N F 一 C6, .经 选取 子 序列 后 ,不 妨 设 R”) 
EÊ 上 一 致 收 化 于 有 理 函 数 g(s)， 生 ele) 非常 数 函 数 ， 对 
.于 任意 给 定 的 正 整 数 p, SANT RAR. ARE ROP EC 
一 致 收敛 于 非常 数 有 理 函 数 Le), HF R” = RRO h, 得 
到 z 一 Roh, Ait deg(g) => deg(R2) + deg(h) > dt, 由 于 
p 是 性 意 的 正 整 数 ,这 就 得 到 矛盾 ,定理 得 证 。 

定理 2.2 有 的 斥 性 局 期 点 me 了, 吸 性 超 吸 性 周期 点 ne F. 

证 明 设 z 为 斥 性 局 期 点 ,周期 为 p, 则 a m RYC) 


@ f e 


jal > 1。 如 果 me F, x HEE TOM Un RO EU EM, 
经 选取 子 序列 后 ， 不 妨 假设 RG) 在 U, 内 局 部 一 致 收效 于 全 
纯 函 数 e). 因此 有 , 当 n co 时 ， E 
CRY CE) > g Cz)» BE 2" —> g (0). 
但 是 1 -> co， 这 就 得 到 矛盾 ,因而 nE. 

假设 m 为 吸 性 或 超 吸 狂 周 期 点 ， 属 期 2，2 一 CRY Cay)» 则 
有 lal<i. 取 定 lAi< a <i, WEDD Dlr) 内 ， 
(CRY) | Se, HR Vr E Dlr), 


R(x) — z 人 (REY (a) dz. 


因此 有 IR) — ml Selo al 由 此 推出 ROG r)) 
CD( x, pr), Rr CD ry TI CD rs pp"?). 因而 在 D(xyr) A, 
4 m—» co it, R(x) -> 2, Bika ea ER, 

这 就 表明 sE PCR) 一 F(R)， 定 理 得 证 . 

现在 ， Rma J(R) = Ø, RRA J(R) 上 ， 但 有 


可 能 J(R) 一 
Lattes ont: 
= (3? +1 ¥ 
. Re) G1) 
具有 ICR) =Ê. 


这 例子 的 证 明 比 较 难 。 下 面 我 们 介绍 这 类 例子 的 作法 。 
. 给 定 复数 ww EC, mjo kR, ik” 为 形 如 mw + mu 的 

点 ,其 中 2,0, € Z, MEN ~ 2819 E Ganra 4 
nnw, 把 C 的 点 分 成 等 价 类 , « 的 等 价 类 记 为 

Lad {x+ mw, hw € Z}. 
令 了 一 {[zl:seCj， 则 了 在 自然 投影 s> [z] ASNE. 
RA-TRE. 
给 定 整数 m 2, ERRE M:T >T, Ls] > [ms], Wi 

M:T 一 了 是 一 个 覆盖 ,覆盖 时 数 deg(M) — mè. 

考虑 Weierstrass A R 


. $ > 


Ago 2? Zlatan +). 


w 
TREE TE 的 亚 纯 函数 ，A: ToC Ay yee, 
— deg(A) 一 2， 并 且 仅 以 [wy2]、 (Ce, 十 wa)12] 10] 为 2 级 
分 支点 。 另外 ,由 于 Ae) = AG) 及 Ale + mo + mw) <= 
ACs). BRM dS C 的 在 4 下 的 原 象 不 变 . 此 即 说 明 ， 我 们 可 以 
EMR RC 一 全， 使 得 有 交换 图 表 ; 


. 了 一 -了 


ae ea 


Cre 


Re 是 有 理 函数 ，dog(R_) 一 mi, 
证 明 JCR,) 一 公设 


A = {ze C: z = L o + 中 rar 和 Z, i= 1,2}, 
1 


Ay = sec: er ee ai, b; EZ, 


O< SN, im 1, a}, 


Ate C mm. A= Ù Ay, $ By —{[s]€T: 2€ Ay}, 


By 是 工 的 有 限 集 ， 且 M(By)CBy RM AREA ACHR, )» 
耐 妇 结 为 证 明 ACBy)CI(R,). 由 于 By 是 有 限 集 , Virle By 
都 是 M 的 预 局 期 点 ， 邯 存在 使 得 Ml) 是 M 的 周期 点 ， 因 
i E= A 是 R。 OF AMA, WO RED 是 R, 的 周期 
点 。 由 于 mw 之 2 时 ，M 的 周期 点 的 特征 值守 之 2 > 1， 因此 
Re 一 [Me 在 REE) a EE > 1， 即 为 斥 性 周期 


o REE ICR), A(ByCICR,), “(U By)CICR,). 但 


y By ETAZ AM Ra) —€, 


特别 ,到 m -— 2, 适当 选取 Wis 2 时 , 便 可 得 到 
: 二 
Rats) - Alé — 1)" 

a 现在 ,人 们 巴 经 用 计算 机 夯 出 很 多 漂亮 的 Julia FAB. 下 
面 是 用 个 例子 : 

(1) R(x) 2’, d EEEH, ICR) 是 单位 加 所 

(2) Ra) 一 22 一 L, KR) 是 [一 1,1] 的 Cantor 集 ,作法 

z 

是 每 次 把 余下 区 间 分 成 4 个 等 分 ,而 控 去 中 间 的 2 个 等 分 。 

(3) Douady 免 Ris eae, Ke RH hte 
e+t1—0, Ime) > 0, c —0.12256 + 0.74486, ‘HAY Julia 
集 是 连通 的 ,而 Fatou RALHSTREBR Bik CLE 1), 


(4) ORZA P) 一 下 一 0.3125。 它 的 Julis 集 是 一 
条 Jordan 曲线 ( 见 图 2)。 1 

(3) 二 次 多 项 式 Pda + 0.3。 它 的 Julia 集 是 一 Cantor 
ROLE 3). H4 AAS RR Julia RH MMA. 


a 10 » 


3. 完全 集 及 相关 性 质 


首先 我 们 考虑 Julia 集 了 一 ICR) AREER: 
对 YzeJ。， 对 am 的 任何 充分 小 的 邻 域 ， 根 据 Montel 定理 。 
ĉ-— U, RW 最 多 包含 两 个 点 。 因 此 ,给 定 互 不 相交 的 3 Aa, 


5 和 < 人 ， 必 有 一 点 不妨 设 为 8， 使 得 a£ U R*(U}, 对 所 有 
充分 小 的 邻 域 口 成 立 ， l 


根据 此 性 质 , 我 们 有 : 

EL cÔ RHR, MERA OCs) 是 一 个 
HRZ. 
由于 ROUCO Ca), OCs) 的 点 也 是 例 外 点 ， 称 
0-(a) 为 例外 反 向 轨道 。 例 外 点 集 记 为 E, R““E)CE, 

根据 上 面 7 的 非 正规 点 性 质 ，E 最 多 有 2 PR. A, wR 
E= {a}, W Ra) = RC) =a MRE {a, b}, WH 
R《E)CE 有 : i 
(1) 4,62 RAAMA BA 

Re 一 Ray 一 ca Rb) — RCE) = b; 
或 者 | 

(2) a,b 是 RP 的 不 动 版 , 且 有 

R-(a) 一 Ra) 一 a, RX) 一 RNS) 一 b, 

-定理 3.1 当 E 一 {ec} i, WRIT 4 次 多 项 式 ， “为 起 
吸 性 不 动 点 ， 当 EE 一 {a,b} 时 , 则 

(1) a,b EREZA RAMT sf, 0, b BARMERA: 
或 者 

(2) a,b R MAB, REM s a, 4 是 周期 为 2 的 
起 吸 性 不 动 点 且 RC) ~" b. 

证 明 当 EB {a} hhf M(x) 一 1/(x 一 0), R 
itf P 一 MoReM™, 2t-> P(x), PoCo) 一 Po) 一 oo， 
P 是 4 次 多 项 式 . 

当 E= {0,6} 时 ,出 
O CO 当 a,6 是 尺 的 不 动 点 时 ，M (2) 一 (z 一 0)/(s — b), R 
st HT P, = MoRoM™', Px0)= P00) = 9, Pi 区 co) = 
Poo) 一 9， 则 Pg) = KO, FARRER = 一 M(t) = 
KTE, ll P 一 MyoPeMy eb zt AM RAHET 2 +> 24, 
0 与 对 应 的 4 HIRE ARR, COAT BIRD b 也 为 超 吸 性 不 动 点 。 

(2) 当 a,b 为 R? 的 不 动 点 时 ,如 (1) 所 证 ,可 以 得 到 六 SEE 

s. 12 >œ 


F PO) = 2", As RBRMT za, {0,00} 5A a, 
b 为 超 吸 性 周期 点 , 且 RC) = b。 定 理 得 证 。 
根据 这 一 定理 ,如 果 ES OE 最 多 有 2 个 超 吸 性 周期 点 组 
成 , 即 最 多 由 2 个 周期 临界 点 组 成 ， ECP(CR),ENJ(R) 一 Ø 
根据 JOR) = g, 及 了 的 非 正 规 性 质 ,我 们 有 下 面 定理 ; 
定理 32 对 Wee C\E, 
Ico rcy RG) 3 


sazo 


当 2€JCR) 时 ， 
/1-(U RG), 


aro 


这 里 C 记 为 集合 G 的 导 集 或 缚 点 集 ， 
.由 这 一 定 埋 ,通过 计算 机 计算 R"e), WU Julia 党 的 
- EE. 
在 理论 上 ， 从 这 一 定理 可 以 看 出 Julia 上 集 是 一 个 无 穷 集 ， 且 
直接 推出 下 面 重要 的 定理 . 
定理 3.3 Julia 集 CR》 是 一 个 完全 集 , 即 一 了 
定理 3.4 Julia 集 J= JR) 没有 完全 不 变 的 真 闭 于 党 ， 
证 明 BCI ABSAEHANHRTE, 
Co RR) = RE = Sos 
取 BE Jos 则 根据 定理 3.2 


= (U Re(s)) Cu 
而 这 与 J。 的 假设 矛盾 , 由 此 得 证 ， 


SA 吸 性 与 超 吸 性 周期 轨道 的 局 部 动力 学 性 质 


首先 考 虐 在 O 点 邻 域内 定义 的 全 纯 函 数 
f(g) = dz + aye? + ayzi + ---, 
其 中 10) 一 0， 2 一 站 03，0 < 天 Jal < 1， 对 于 这 种 函数 ， 有 局 
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部 线性 化 定理 ; i 
定理 4.1 FEO RANGE U, 及 共 形 上 映射 po Us — DO, 
r), p k0) - 0, p0) = ], të 4% f 4 T fep: DCO, 
r)—> DOr), Cr>ac, MA PARA: 
U, i. U, 
$, |a 
Da,- DOn. 
证 明 取 定 0 点 充分 小 的 邻 域 0 一 10,6), HRE 
we lal cecil, 
使 得 在 0 内 [f@)|<alzel, Ait [PG S alel <a, B 
外 存在 K> 0,， 使 得 在 如 内 有 HG) — 1] < Kz), Aili 
[fet Ce) 一 apne) E Kop 
EUREX b) 一 Paa, TW 4,00) 一 0， 和 (0) 一 
1 H 


oo} 一 4。 + bern 
现在 证 明 由 。 Eo n s, 我 人 有 


lean) 一 bl 一 ae OREO] 
Ke _ = KO (ee E 
Jajat [ap Af] 
因此 WREN, 
D- Ka SY 
CANOE AES la] 之 (a) 


| < tn (i) /0- fib 
因为 P/R < 1， 这 就 表明 在 五 内 ,Cz) 是 一 数 的 Cauchy FF 
列 , 设 ke 在 如 内 一 致 收 合 于 oof), W) 6,(0) = 0, $0) 一 
1, HA . 
porf Ca) 一 hod (x), i 
取 充 分 小 的 D0,7), U= oo (DO, r)), 使 得 和 :Du 一 


* 44 > 


D(0,r) 基 共 形 映射 , 则 符合 定理 要 求 ,定理 得 证 . | 

现在 回 到 有 理 函 数 R: C+C, 设 Oe RE 
点 ， 特 征 值 1, 0 < 121 < 1， 周 期 循环 为 {2 z = RCs), t, 
Zea RPM), WUE x 的 邻 域内 , BIA M Ca) 一 x 十 go 
之 后 Rt ETEM 4.1 中 的 函数 ,应 用 这 一 定理 , 直接 得 到 下 面 
的 定理 : oO 

EH 4.2 存在 Zos His* ty Boy 的 互 不 入 交 # R ig Oy 
Uy Uy 使 得 对 isp Ml, Ri. U >U, BRBRH, 
BAER d: Us — DOr), lr) 一 0， HCO) 一 1, 使 
得 有 交换 图 表 


Rr ` RF 
U, —— U, © U, —— Ü, 
hı P. $i pi 
DCO) SGP DOr),  DCO,r) > DOr), 


其 中 而 一 oR: Ui DO, r) EREE, d(e) 0, 
pr) = [CRY Cs), 
现在 我 们 定义 吸 性 循环 Ols) 一 {x Bis tapa} 的 直接 吸 
BERR, 
. 根据 定理 4.2, RP 关于 x 的 直接 吸 性 域 记 为 AC a, R?) E 
X% | 
ACz R?) = |] RU), 


其 中 RU) 只 表示 其 中 包 合 U, 的 分 支 。 根据 定理 4.2, 可 以 
BH U, 一 U R*"(U,), H 
s>0 


RUT, CR**(U,), Re: Re(U,) -> ROU) 
是 共 形 映射 。 因 此 , 反 过 来 RO) CR-o U), 
ERRES 4(%, R*) 是 尺 的 包含 o HEBER, 
我 们 画 忆 一 下 ， 称 定 域 是 FCR) 的 连通 分 支 , 根据 定义 ， 
UCKCR), AM Ate, RCF), Az, RO 是 连通 的 , 因而 
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存在 包含 + 的 稳定 于 D, 使 得 A(z,,R°9)CD, Vee D, 当 
# -oo 时 Rez(z) 一 z0， 因 而 存在 N, 使 得 *E RU), 因此 
z€ Alx R), Alz RI) — Dy 

RTTA A ERIE ROR AB ROR RUE. 

对 zi 一 Ri(z,)€ O*(2,), ACER RERM AC, R), h 
定理 4.2 可 得 到 Alai RP) 一 R'CA(z0, RP). 

REE Ot) MRF RVREME RA 


ACO), RY = U RACER)» 


A(O*(z,),R) 由 靖 个 循环 稳定 域 组 成 ， 以 后 我 们 称 ACOtCe)» 
R) 为 OCz) ARE Cae am. 

定理 4.3 RER Ot) WEEER- EUA A RD 
临界 点 而 不 在 0-Cxo) 上 。 

证 明 ”我 们 证 明 Alr R) — O(a) 包含 有 R HER 
点 ,因为 如 果 o 是 R HERS HARY 

R’Co RCo): “ Repa) 一 0， 

其 中 oj 一 Re), Kice- REFE R EIA AM 
6, € A(2;,R?), 

假设 Alen Rt) 一 O) RA R 的 临界 点 ,我 们 令 

Us U, 一 {zo}; 

则 有 


Alan R) — O(a) = (U RUDU U RF). 


定义 等 价 关 系 ~: Wey € Alr RI) 一 O (so)， a~ y SERS 
存在 m n> 0 使 得 R*?Cx) 一 Ry), GRDR, Ve 的 等 
价 类 记 为 Ole 对 R 的 大 轨道 ), 设 U, 一 RPC), SBIR 
9, = U, — U,» 2, 的 边界 为 2 条 解析 Jordan 闭 曲 线 OU, 和 
U, H Rf; GU, OU, 为 单 叶 金 纯 映射 。0， 内 任意 两 点 不 等 
价 , 而 8U, 的 点 和 BAA m m RP) € 8U, 与 之 等 价 。 我 
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们 称 O,UOU, 为 基本 域 。 便 等 O, 的 等 价 边 界 点 z R2,), 
则 得 到 一 个 环 面 Tu， 对 Vs € ACz0, R?) 一 O-(z)， ， 一 定 存在 只 
一 的 点 > 一 RY (a) E OUOU m= 0,41, 42,---, RAT 
定义 自然 投影 映照 mo: A(z,, R?) — O` Ca) > Ahr UaU, = Tas 
zh->ax, ix BEE AA ay Ce) = OC) = {zm = R(x): m— O, 

HI, 士 2,，…}。 和 根据 没有 临界 点 的 假设 ,对 Vre O,U0U,, FE 
Zy 的 充分 小 邻 域 Vo D( x98), 使 得 对 Vz, Er 0)， 有 一 个 


| EV, HRV >, 是 共 形 映射 ,因此 在 T, 的 自然 诱导 


拓扑 下 ， 
my: ACR?) 一 Ox) >T, 
#4: She AE 且 构 成 ( 非 分 支 ) 履 盖 曲 容 。 
根据 Riemann 曲面 论 ,平面 域 A(z, R?) 一 O(s) 的 边界 
多 于 2 点 , 它 的 万 有 覆盖 是 单位 圆 , 即 
a; D(0,1) —+ Ala R?) -= O (80), 
因此 wom:DC0,1) +7, ET, WAAR, RI 24 fir Bl thd: TAY 
ARGH, 但 是 ,根据 Riemann 曲面 论 ， 环 面 的 万 有 覆盖 是 平面 
C, 这 就 得 到 矛盾 ， 这 说 明 没 有 临界 点 的 假设 不 成 立 ,定理 得 证 . 
_ 附 污 ”从 定理 证 明 中 ,事实 上 有 商 空间 训 示 式 
. (ACs RI) — Oz))/ = Tan 
如 果 等 价 关系 是 由 RE AN, MI 
LACO) R) — On (m))/~ 一 了 
但 是 根据 定理 AOH), R) 一 O(t) 有 分 支 A, UWE, 
设 对 应 的 下 个 等 价 类 ， 即 临界 大 轨道 为 Ole, Ci = 1,-+*5k), 
c: € @,0U,— T,, 则 可 以 定义 自然 投影 
mi (ACOH Ce) R) 一 DOT(s0)) > Ta 
这 是 一 个 分 支 必 六 , 分 支点 则 是 在 e) 上 的 尺 的 临 愉 点 , 按 定 
理 的 证 明 ,可 以 得 到 


& a 
(AOD R) — 0 = U OCD) ~ = n Uo 
m1 ims 


现在 讨论 起 吸 姓 循 环 的 局 部 动力 学 性 质 。 
定理 和 4 ik OC) = {z2 m RC) atp am R) 
AMR ABM. BA p, 4 = (RY Ca) = 0, TE s AAIR 
域内 f 
RECA) = za + ays 一 为 站 十 aga CO— s) tt + 
Kh k>2, a0, MRE AW GM. RKB RA oo: 
U,—> D(0.r); 由 ao = 0, p(z) 一 1， 使 得 poR?op ': DO, 
r) > DO,r), i bt, RA RAR: f 
U, — > Uy 
中 $ 


DO0,7) =r DOr). 


TEA STEZAH, MRR R, BR, BE 
= 0, AHE Oo ARRA 
R(x) = aunt + agnt + - 
再 作 共 元 变换 M(s) 一 af- Tz, 用 MeRoM- RB R, WRAR 
FA 
R(x) = rt p bengt H 
我 们 只 要 证 了 朋 ,对 这 种 丸 有 定理 要 求 的 交换 图 表 。 
” 取 口 点 充分 小 的 邻 域 U 一 D(0,6)， 使 得 
R@)cU, ROCU. 


4,09) = [RI , 6,4) 是 取 定 的 一 个 单 值 分 支 , 使 得 有 
8.(0) 一 06， 和 (0) 一 1， 我们 有 
dys) 一 RRD JEF = (RW), 
WIE o. CU NBR 6, WE oR(s) — D4, 
A (0) =0, $0) = 1, 
现在 证 明 $, LUA Sea, & 


HG) 一 oie) - IRO, H(0) = 1, 


则 有 
a5 ~ RRO C acei, 
= R"e) 1 
panle) = IHR TH (RIE -HCR DIF, 
因而 4。 的 一 致 收敛 性 ,归结 为 证 明 无 穷 乘积 
II RCR" 
在 U 内 一 致 收 全 ,而 又 等 价 于 无 穷 级 数 


x je i ge log [1 + (HCR"(#)) — 1)] 
的 一 致 收 化 性 ， 根 据 不 等 式 , 当 |a| <> 时 ， 


| log (1 + a) | <la. 
Bev, 已 取得 充分 小 ,使 得 当 z€ 5 t, HD 一 1| 1/2, 因 
而 |HCR"Cz)) 一 1] <1/2, Aut 


A | log [1 + (HC(R"(=)) 一 1)]| 
1 1 
© --* 2|AC(R*G))—1] <—, 
ie |HCR*(x)) | ie 


MAS2, RKLMHAHRREU AA . 

取 充分 小 的 贺 D(0,r)，U, 一 (DO,r)), GB p:U, — 
DC0,r) ERER MA poRop™: DO,r)— DOr), č 
Zt: AEA R*， 则 可 得 到 定理 的 证 明 ， 

根据 定理 4.3, 同样 可 以 定义 超 吸 性 循环 OC) HME 

为 
| Alzo R?) = J RU). 


"0 


o AC R’) PCR) HER, TERE BARA ELH 


ACO*(2,),R) 一 U RIC AC ey RD). 
keg: 


§ 5. 有 理 中 柱 周 期 轨道 的 局 部 动力 学 性 质 ， 
Fatou 花 闪 定理 


首先 我 们 证 明 ， 有理 函数 R:C-C 的 有 理 中 狂 周 斯 点 一 定 
在 JIR) E. 
”定理 51 设 % 为 R 的 局 期 为 1 的 有 温 中 性 周期 点 ， 特征 值 
1 是 1 的 9 次 原 根 ， w— 1, Wile, BH Or(zo)ETCR)， 
证 明 “不 妨 设 一 0， 且 用 尺 代替 Ree MAIO HRA 
有 至 中 性 不 动 点 ， 特征 值 1 RO) 一 1。 这 时 在 〇 点 邻 域内 有 
.表示 式 
Ras) = z + nae’ TF em 1,25 =. $ 
其 中 a, 0, AYR RCO) 一 0,(R")OX0) = na, -co 00, 
可 以 看 出 R" 在 口 点 邻 域 是 不 正规 的 ,因此 0 及 对 应 前 = 是 不 正 
MA. 2 Oe) ENR). CHIE. | E 
现在 我 们 建立 Fatou PREM, 
考虑 定义 于 0 点 邻 域内 的 全 纯 酌 数 
ilr) =— hg 2 
其 中 是 f 的 不 动 点 , 特征 信 1 一 了 (C0) 为 1 的 9 次 原委， 和 3 一 
1, ; 
4 LER., BOER NAR U 一 DC0,8)- 内 , 设 
f(z) = e+ az” + O(n tt) = Ci + az? + ol) 
其 中 ax 0, v2 称 为 不 动 点 0 的 重 级 。 
定义 0 点 的 吸 性 轴 为 {x € Cia ER}, REHA {s€C: 
‘az € RB_}, 
吸 性 轴 共 有 一 1 条 ; 根 令 的 交角 为 2a /(o 一 1)， 斥 性 轴 也 
有 v 一 1 条 , 相 令 的 交角 也 是 2x/(z 一 1), RHR SHORE 
的 交角 为 w/ Ce 一 1). 
现在 我 们 来 构造 花瓣 . 
作 变 换 4#:DC0,6) -> D* = C — D(0, R), zi>% mm Ad 一 


时 320 «+ 


(—1)/{Ce 一 idez’"], 其 中 R= fle — 1). fel se] h H 
DCO, 5) AHAH D* 的 v — 1 aE BRE HHO, 仅 以 oo 为 
r 一 1BD. ARR RL, FERN ER 为 R_, 而 在 
D* 一 R_, 或 者 在 D*— R, A, kA REE — 1 PRB A 
HEARDE, RIRE at, 
— ft, — -一 1 ai 
= 一 (7 (<= Dae) ° 
FERME, f 共 轴 于 g 一 kofop-!， 这 时 ， 
of 一 一 1 
HID = TGG 
-1 Ce 
(p — lax?" (1+ az! + OC2")yrt 
一 】 
© — az 
l 用 z= KOU FRE AA 


= ġofo = a TT 
EC) = hofoir C2) = E(1 + 2+ oC 7)) 


[1 — Cv — Par? + OCe")], 


mF + lt oc 4), 
et) EEX Foony MR D* 内 的 一 1 值 函数 . 
Q H, = {LEC Rel >r}, H = (EC: Ret < —r)}, 其 
中 = > 0 是 充分 大 的 数 ， 在 以 后 每 次 出 现时 不 一 定 是 同一 值 ， 
在 H, 或 Ha WA, gC) 存在 一 1 个 单 值 且 单 叶 全 纯 的 隐 
数 分 支 ,都 记 之 为 O. LA 


gO = 0414 00077), 
我 们 称 He 为 对 应 分 支 eC) AUTEM, H, RTE, 
在 H, A, g 单 吐 全 纯 , 且 有 Regt) > Reg 十 十, 注意 
这 里 是 充分 大 的 。 因 此 amn ia 


Reg**"(£) > Reg*(Z) + > Reg*(C) > Reg + =, 
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由 此 推测, 在 H, 内 Reg*(z) > Ret + > Wifi Reg"(Z) — 00, 
g(t) o, BRAE H, 内 局 部 一 致 ,另外 在 H, 内 我 们 有 
\Img(Z)|.< [Img] + M — 


| (Ret) 77 
其 中 M> 0 为 常数 。 根 据 上 面 估计 ,可 得 到 
lmg“) < [Ime] + m 3 一 一 ， 
.0 Ayer . 
(Re C+ 5) 


另外 ,我 们 有 
Reg"(l) > r+ = 


因此 


o g 4 La 7-1 
im pe = M'lim eta) + z) 


+0 s n 


这 就 说 明 ， 当 n — o 时 , 对 YEE Hes Arge(t) 一 0, BI 2*(2) 
切 于 吸 性 轴 Re Meo, AZ. MRR: 

Hl. ZE H, AMM Soh, CHICA, US. 

H2. 在 H, WY, Reg"(Z).g(l) 一 ,rn 一 00, RESE H. 
内 局 部 一 致 。 另 外 对 YE EH,，g”"(5) 一 oo 时 切 于 吸 性 HORS. 

SUES ATE ETE H 的 单 值 单 叶 全 纯 分 支 。 l 


4 


g(t) — Ch + OG 7), 
HFE ot, gO) ~ 0, Alice H DERS g E Ha 
内 也 有 


gto 一 5 一 1 二 000 =), 
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因此 er < Ref ——, lim gt) —Im¢] = o( Reg — 


2 
AEA: 
HL gi 在 H_。 内 单 叶 全 纯 ， PESEN 
H2. 在 H_, A, 34 n— oo 时， 
Regi) + —00, g(t) +00, 
mikat H_, 内 局 部 一 致 ， 对 we He, g) 一 oo 时 切 于 
斥 性 轴 R. 
现在 ， 构造 Fa) 在 0 点 的 y 一 工 个 吸 性 花瓣 . 
各 在 H: 有 wv 一 1 个 单 什 单 叶 全 纯 分 支 ， 记 为 Alo iK 
9 一 2， 定义 Pi 一 扣 (H.)，。 P; 具 有 几何 性 质 : Pj 是 Jordan 
， 域 ,0€ 8P;，6P; 一 {0} 是 解析 曲线 ，6P， 在 oO 点 的 交角 为 x/ 
bv = 1) P: BARRIER, RERS OP, 在 O 点 的 2 个 交角 
都 是 x/2(w — 1), 具有 这 种 性 质 的 P; RRR ETE, O 点 称 为 
Huts, 
对 应 H1, H2, 对 于 Pi 0 ss 一 2， 有 
“PL. f 在 Pi 单 叶 全 纯 , PI) CP,U10}， 
”P2. Æ P AM aoo 时， P(x) 一 0， 且 收 伍 局 部 一 致 , 另 
外 对 Wee Pj, f(s) 一 0 于 切 于 P, WRES, 
Pt, PRAT MAREE PF = ACH), ORGS 
y—i2, . 
2 一 LTE Pr, RAS Pi 相同 的 几何 性 质 ， 其 中 
RERA, . 
PL 让 在 Pr AHAA, PPC Pry {0}, 
P 2. 在 Pr W, Ñ aomh, (2) 一 0， 且 收 化 局 部 一 
S, BI cP, P(e) 一 0 MFR ERE, 
总 结 之 ,得 到 下 面 的 Fatou 花瓣 定理 . ' 
定理 52 当 4 一 1 时 ，f(z) 以 不 动 点 0 为 中 心 有 s 一 1 个 
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= 类 似 于 在 H, 的 情况 ， PATIO SF TEN HK 


REE Pi 0 所 1 所 vv 一 2， RARE RIL E, Mm Pl, 
P2, 有 vr 一 1 SAREE Pr, OR ie — 2, Reese IL 
性 质 , 及 Prt, Py, 其 中 吸 性 花瓣 必 与 两 个 相 邻 斥 性 花瓣 在 中 心 
oy. 

v> 2 为 f 在 不 动 点 0 的 年 级 ， 

现在 讨论 2 一 1 的 情况 。 

设 fC0) 一 0, COD 一 14,4 为 1 的 9 次 原 根 2 一 1, Oe 
it, 则 在 口 点 的 邻 域内 ， 

fil) = x + az’ + OCz 叶 
其 中 v 渤 2 为 并 在 0 点 的 重 级 。 设 在 充分 小 的 邻 域 DO, 3) 内 
j5 f ame, 则 根据 上 述 定理 5.2, 对 于 ft 在 D(0,6) 内 ， 
存在 以 0 为 心 的 v — 1 个 吸 性 六 铂 及 v 一 1 个 斥 性 花瓣 ， 分 别 记 
{Pj} {P7}, 0 1<2, : 对 fr 满足 定理 的 性 质 。 下 面 我 们 对 
{P} 分 组 。 
对 YPisf 在 Pi APS, f 在 P; eer 
UP) <P, U{9}, 

我 们 注意 到 : 

对 YPiE{Pi}, B0<iaq—1, ACP) AAR TER 
Ate Pe {Pi}, EA PCPONP, = o. 

根据 这 一 性 质 ,首先 取 定 Pi€ {Pj}, 记 P Piss OS 
ij<g-—1, id Pi PCP 10) 替代 Pi} 中 与 之 相交 的 花瓣 ,我 
PERERA Puh Eig E 

{P} — {Pun = {Pih. 

对 {Ph BUMBR. 得 {Puh oc<j<g—1, 记 
{Pi 一 {Pas} 为 {Paes Mt {Ph 再 化 罕 换 ,如 此 继续 ,经 : 步 
之 后 ,我 们 便 得 到 + AUR PE TEM {Pi} Em l, 2 ff 一 0， 
1 一 1 使 得 Pii m Po Om fjag—-1, 

PURE IRERE Pr) 进行 替换 分 组 ， 得 到 sg 个 斥 性 花 
MB {PT，1 一 1 2 F051, 2 9 一 1 ER Pi = 
PCPA. 
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下 面 是 14 151 是 4 次 原 根 时 的 fatou 花 辩 定理. 

定理 5.3  f 的 特征 什 1 是 1 RRN, EBA f 
有 以 0 为 心 的 sq PREEN (Pu) 及 so AEREE I {P7} 
I<i<s, OS} <9—1, 满足 上 述 性 质 ,并 对 f4 满足 定理 
5.2 HATE HB 

ROADIE RC Ê 的 有 理 中 性 不 动 点 的 局 部 动力 
学 性 质 ， 

Us, 为 R 的 有 理 中 性 不 动 点 ，R(z0) 一 am，1 一 RH) 一 


#0 之 加 才 g， MA HIN TKR, HMA MG) ~ 
z—2, JA, RYT MoRoM“!， 这 暑 应 用 定理 5.3， 则 在 的 
SBA, R A sg MRE z api [Puh 1<i< 
s OSitg—-1, KRAE SiS n 有 Pi; 一 RCP.) 
i= 0, lyts q—l, RP DCP, U {so), BK {Pit i= 0, 
”1,*…59 — 1, MRE EEK, HE Montel 定理 ,每 
AREER AT Fatou 集 F(R) A, 
WAM EEK {Pu} 定义 Pu 的 (直接 ) 吸 性 域 为 


Aii R1) = y EPC Piai) 


其 中 RC Pai) 仅 取 其 中 包 合 Pi IBD. BRERA 
HH, AAEH, Ailo R?) 是 F(R》 的 连通 分 支 , 即 稳 定 
域 ， 因 此 ， 有 稳定 域 御 环 {4C RD}. HR Ailes RO 一 
Ri( A; o( 20> RD), RICA; azos RD) = Aitos R?)。 共 有 * 组 吸 
人 循环 域 . 
O ÈRS 在 上 面 的 假设 下 , 怡 好 存在 : 组 循环 域 ,对 i 一 1， 
ysss Ailt | Aizo R) | RCA oz RD), ORFS 
4 一 1。 使 得 在 每 个 A) A, 当 # 一 00 了 时 ，R*(z) — z H 
收 化 局 部 一 致 . 
l MEHAR {A a0)}, P= 0,1,*:--,g— ls Ae RA 
临界 点 。 

有 具有 这 种 性 质 的 稳定 域 4,04.) 称 为 抛物 型 域 ， 
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证 明 我 们 只 要 证 明 A; (25) = A; KZ RI) 包含 有 R? 的 
临界 点 ;因为 这 时 循环 域 44j，f 一 0,1,…… ;4 一 1， 一 定 包 含 RR 
的 临界 点 . 

假定 4. 内 没有 R 的 临界 点 ,如 定理 4.3 的 证 法 ， 我 们 要 
导出 矛盾 。 

TEMA SORA~» Vr, yE Ao 2 ~》 当 且 仅 当 存 在 
mn > 0, 4 R" (x) = Ry), x 的 等 价 类 记 为 Olx)。 回 
忆 一 下 ，R?; Pu PG 一 RR) 是 单 叶 全 纯 函数 。 设 r= 
BP — {z}, r= OP i, — {eo}, M7 G7, WHT Jordan 曲 
线 , 且 RIAN. & Usm (Pri 一 PLUM, W Ue AER 
两 点 不 等 价 , 而 Au 中 的 点 等 价 于 U, 内 的 唯一 的 一 个 点 ， 恒 等 
n5 六 的 等 价 点 而 成 为 一 个 Riemann 曲面 ,拓扑 等 价 于 球面 除 
去 两 点 , 记 为 ?一 {0,6}. PERSIE 43 一 样 ,定义 自 
然 投 影 映 最 riz Ole), 使 得 :Ai 一 ?一 {a,b} 是 一 个 
PORER, MAF 84,,， 多 于 3 个 点 ，4,s 的 万 有 覆盖 r: 
DC0,1) 一 di 是 单位 回 DO0, 1)， 因 此 一 {a,b} HHA 
盖 zoom:D(0,1) 一 一 {a,b} CEARA DC(0,1)。 这 就 得 到 
矛盾 ， 因 为 根据 Riemann 曲面 论 ，2 一 {a,5} DHAHARANE 
平面 C。 无 临界 点 假设 不 成 立 , 定 理 得 证 ， 

一 般 情 况 , 设 % 为 R 的 局 期 为 的 有 理 中 性 周期 点 ， 对 mm 的 
循环 Ot(2,) 一 {zo z, = Rz), sp m Rz}, 特征 值 
4 = (REY (e) 为 1 的 9 次 原 根 ， 即 如 一 1， 对 于 有 理 中 性 周期 
fiz, 在 上 面 假设 下 ， 对 RY 应 用 定理 52， 在 O+(z) 充分 小 
的 邻 域内 ,存在 s 组 吸 性 花瓣 ,对 Lis, 每 组 花瓣 记 为 


{Pe}, 4—0,1,---,¢g—1; R=0,1,---,2 — 1; 
其 中 Pup 中 心 为 4、 满 足 
| ， RACP, j(%)) 一 Pialta), Rte PC 2) ) CP 


现在 ,按照 这 * ABER TEE Se SOT RAR eR 
对 ISi, ERER 
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Ayo 2) = U REIC P alza) s 
s>s 


”其 中 RCP e) RREA Ple) 的 GER) 分 支 。 利用 
Montel 定理 ,容易 证 明 Alr) 是 FCR) 的 分 支 , 即 稳定 域 , 再 
定义 * AMY EK IR 

人 ™ RAC A CE} 了 一 0 1 一 Ti 

有 一 01 加 一 1。 
因而 我 们 可 得 结论 : ”在 上 面 假设 下 ,存在 s SH ch GE OR BE PERRI. 
MBP ATE, $228 eR IRL oy RAIA, 


| § 6. 无 再 中 性 周期 点 ， Siegel 4G Cremer 点 


ETHEL RON AL LL EAR, 而 且 
还 存在 着 一 些 未 解决 的 问题 . - 

R Ĉc YARAK, z EAM PARA, n= 
Re), d= CRY Ca) 一 ei, ae R— 0,0 为 有 理 数 集 ， 

O20) 一 {zozi = RC), -pepa — RP) 

问题 是 2 在 什么 条 件 下 , zE FCR). 这 向 题 归结 为 是 否 存在 一 个 
ABR U, RAB 6,U -> DC0,7》， p 一 0, ¢ a) 一 1， 
使 得 有 交换 图 表 : 


DO, r) -rz DOO, r) 
. BD 满足 Schroder PIXAR (SFE) 
HOR? (a) = Lola), 
”这 时 ,我 们 称 方程 《SFE》 可 解 ， 
定理 6.1 无 理 中 性 局 期 点 me F(R) 当 且 仅 当 方程 (SFE) 
在 的 邻 域 内 可 解 ， 
证 明 我 们 只 证 明 不 动 点 s 的 情况 就 足够 了 ,这 时 《SFE) 方 
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BA 
pR) — ipa). 
”定理 的 充分 竹 证 明 较 为 简单 ， 因 为 这 时 根据 交换 图 麦 。 在 4 
的 邻 域 口内 ， 有 RU) =U, RU) =U. {R*} 在 二 内 是 有 界 
族 ,因而 根据 Montel 定理 ，{R*} ÆU EM, m€ FR), 
必要 性 的 证 明 , 证 明 的 主要 思想 参考 [BI]. 
假设 me F(R), {RY} 在 的 邻 域 品 内 正规 。 ARM 
2 一 0。 PERRI 


Ro, EUASA, BA 由,C0) 一 0, (0) 一 1。 ROZEA 

io} EURER. EF Rt EUREM, Ait t DCU 内 等 

度 连 续 。 对 Yr, EUs Herd, FESSO HAY 

la al 之 5 时 ,对 YR 有 
IRAE) — RUC) | < sy RECE) < €. 

因而 对 vo. E 


[esd — baD] SB) R) — RD] <8, 


EBI {¢,} 在 U, 等 度 连续 ,另外 ， 由 于 6,00) 0, ldo, @I< 

e, S d, 一 致 有 界 。 根 据 正 规 族 等 价 定义 ，d。 在 U 正规 
现在 根据 的 定义 ,我 们 有 

R” (z 

7 eel) + G ce. 

取 一 子 序列 Pai Us BME 6, 则 根据 上 式 ，wsin 也 在 

UA b, H $00) = — 0, $ (0) 一 1， 再 根据 由 消 , 的 


定义 得 到 的 等 式 
pR) 一 


Petr (EJ) = 


2+) tbe) — 4%, 


RA du 后 取 极 限 则 得 到 oR 一 lbs). 这 说 明 《SFE) 方 
程 在 2 的 邻 域内 因而 在 to 的 邻 域内 可 解 , 定 理 必要 性 得 证 。 
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根据 这 一 定理 ,由 于 有 理 中 性 局 期 点 ze CR)， 因 而 对 有 
中 性 周期 点 ,方程 (SFE) 不 可 解 ， 

设 m 为 尺 的 不 动 点 ,特征 值 1 一 R'm eE (0,1) 
根据 [Si] 及 [SM]， 存 在 一 个 集 AC(O,1), HAM € AW 
.对 应 的 meE F, 即 在 z PRAHE (SFE) 可 解 , 而 且 mesK4)。 
1。 . 
下 面 是 Siegel 中 心 定 理 , 证 明 较 长 ,将 略 去 . 
定理 he 为 不 动 点 ， 特 征 值 4 e, aER— Q. W 
存在 常数 > 0 及 s > 0， 使 得 对 任意 p2 148 


le- Z >, 
q ¢ 


则 在 z PRAHE (SFE) 可 解 。 
定义 6.1 HEr HRERS, a= R(x) 一 cm, EC 
1 一介， 则 如 果 zoE FCR), W z FRA Siegel 点 ,如 果 zE JCR) 
则 z K Cremer 点 。 
[Cr2] 中 的 人 镜子, 设 多 项 式 族 
Pie) de fet ees pet, 
0 是 不 动 点 ， im ea, ae (0,1) 一 Q, 设 
A, = fae 0,1) 一 @ 存 在 无 穷 多 个 mn， 使 得 [4 一 1|< 
全) }. 则 可 以 证 明 (参考 (M) 当 oe A, 时 ，P 的 不 动 4 
O€ JCP,), mE A, 4£C0, 1). 
根据 4 的 定义 , ACO) 一 日 一 A, 如 何 更 精确 地 描述 A 
是 一 个 尚 待 进 一 步 研究 的 问题 。 
| Keak RAAB A, 4 一 R) = 0, sER— Q, E 
z€ FCR), Bil 2, dk Siegel 点 。 DC) 为 FCR) WME 5 的 4 
X MBER. WA THEA, . 
定理 6.2 D(z.) 是 单 连通 域 , 旦 存在 共 形 映射 $6: Dla) 一 
. DO,1), plz) 一 0， 使 得 有 交换 图 表 ， 


= 3% « 


Ds.) > DG) 
+ t: 


DCO, 1) ae” POD 


证 明 ”注意 到 ODI CICR). De) 的 万 有 覆盖 为 =: 
D(0, 1) >D(,). BIR: Da) —> D) HS HBR RK: 
DOO, > DO, 1), 使 得 有 交换 图 表 : 


DCO, 1-A Dio, 1) 


在 . x 
a 


Dz) > DC) 


我 们 取 r, 使 得 (0) 一 x, AME HR HB RO= 0, BA 
RCO) 一 2， 这 时 由 Schwarz 引 理 得 到 RG) 一 uz. WARNS 
证 明 z 是 一 一 映射 ,根据 万 有 枝 盖 性 质 ,只 要 证 明 = 《zso) 一 0, 假 
aA C0, Cena), WHF RHR. RE (so 
为 Ka， 因而 RS) = tE r), HW Va 有 UTE 
xO), 注意 到 1 em", cE R—Q, PCE) 组 成 一 个 
PETH, D xz) BHAA, 这 就 得 到 矛盾 。 这 说 明 
aila) 一 10 是 一 一 映射 ， 令 poet, WMAP eR, 
定义 6.2 D(x.) MOL = 为 中 心 的 Siegel 图 ， 


$ 7. 非 斥 人性 周期 轨道 个 数 的 经 典 估计 


我 们 已 于 $ 4 中 知道 ， 对 于 每 个 吸 性 或 超 吸 性 周期 轨道 ， 对 
应 有 一 个 直接 吸 性 或 超 吸 性 稳定 域 循环 至 少 包 含有 尺 的 一 个 临界 
点 。 另 外 我 们 又 已 知 遵 , R 的 临界 点 总 数 < 2d — 2, d 一 deg(R) 
之 2， 因 而 我 们 有 下 面 定理 

定理 7.1 吸 性 及 超 吸 性 周期 轨道 的 个 数 < 24 一 2, 
关于 中 性 周期 循环 个 数 的 估计 ， 经 典 方法 是 用 下 面 的 民 的 单 
BRR, . 
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Rel) 一 RC2,w) = (1 — wR + w, |wl <8. 
对 于 w,R(z, w) 2 AAR, d= deg(R) = deg(R,). 
. 现在 , RANIERA Ot), Lain, Meh 
z Fe AAA mj 的 中 性 周期 点 ，2(0) = RYG), (4(0){ = 1, 
考虑 代数 方程 
F;(z,0) = Rilz,w) —z=0, 
根据 代数 方程 解 的 存在 性 定理 , AF Fi(xi,0) 一 0， 存在 代数 函 
数 元 素 
fe = zwi), 2)(0) 一 z; 
wr whi, 
其 中 w HB, m 为 正 整数 ,使 得 w 在 点 的 邻 域内 ， 
Faw), wri) — o, 
设 闫 为 m SiN) 的 最 小 公 售 数 ， 广 一 m/ my。 作 参数 变换 
w= i, WY wi 一 i, 而 NN 个 代数 函数 元 素 变 为 
全 zi), z;(0) = z; 
wo me, 
满足 方程 
Ri(2;(2) e”) 一 a0). 一 0， 
即 在 参数 wom F, a0) 是 Rw) 的 周期 为 xi 的 局 期 点 ， 
特征 值 为 i 
oR i 


aj = -一 一 一 (2;@), 1), [AKO = 1, 


设 在 * = 0 的 邻 域内 ， 
ua) 一 20) + ati ---, [AO = 1, 

其 中 a 和 0 一 定 存在 ， 否 则 yC) = 2,00), ME r 一 0 的 邻 域 

ae 


Caile) — 2,00) = 0, 


六 此 对 于 生成 Rz, w) — z= 0 的 Riemann HHME AMR 
TUR (02), wG)) 都 有 


oF BRY Ce) wY) — 24(0) = 0, 


ux (z, w) = (1,1) 满足 前 一 方程 ,因而 满足 后 一 方程, 但 是 ， 
oR (1,1) = 0, 


与 4X0) =x 0 AF. 
引 理 7.1 对 刀 个 定义 于 0 点 邻 域内 的 全 纯 函 数 
MD = 0 4 ot 2, N, 
其 中 [a,(0)| 一 1, aw, 则 在 2 点 的 任何 领域 内 ,总 存在 + 使 
得 最 少 有 (N + 1)/2] 个 lal <i 
证 明 设 在 充分 小 的 D(O,R) 内 ;对 l<jaN, 
-AD = 2,00) 十 ati + Oct), 
4G, = {16 D(O,R): |U) = 1}, 0E Gi;, 再 令 
. l = {re DCO, R): [u + antl = 1}, 
l h 2h 条 由 口 点 引出 的 曲线 组 成 , a4 r Ot, G; STL. 
因此 定义 lre) 一 Signlog |ajCre)|, M4 r— o HT, 
p W 8,(re#)d0 -> 0, 
Ams 


人 (> 8{re**) \ 49 +0, 


但 是 > aire!) 为 整数 值 本数, 对 任意 小 的 0, 一 定 存在 一 
B (rel: 6,<6<6,}, EREE > &(re) <0. HERR 
MEHA a re”? BDA =] KaCe<0, MT UO 


i, SAGE. 

现在 继续 上 面 的 讨论 , 对 RG) 一 RC(z,0) NT ABA ni 
的 中 性 循环 轨道 0Cz/)， 在 参数 变换 w 一 i, Rew) 对 应 
ANA AR DAR 2G), 特征 值 UC). 应 用 引 理 7.1， 
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对 任意 小 的 t 总 存在 最 少 [CN 十 1)/2] 个 12(o1 <1. 因此 
我 们 可 得 到 下 面 结论 ; © 
对 应 于 RG) ONDE RISE, RERUN, 使 
得 Rew) Bde, [CN 十 1)/2] 个 吸 许 周期 点 轨道 。 
现在 , 我 们 从 RG) 的 吸 性 或 超 吸 性 周期 轨道 出 发 重复 上 
面 的 过 程 讨论 之 , 且 不 用 引 理 7.1, 则 可 得 到 下 面 结论 : 
MMF RAM PRE eR SI eee RC, 
w) SRAM PRE SR EE. 
”根据 这 两 个 结论 ， 应 用 定理 7.1 R, v), ARBA TFT 
的 定理 . 
”定理 7.2 RORE WRES EARI AAA 所 4(d 一 
1). 


4 8. 斥 性 周期 点 集 


”我 们 已 经 知道 ,Julia 集 是 一 个 完全 集 , 斥 性 辕 期 点 集 的 极限 
点 集 包含 于 Julia $, 在 这 一 节 我 们 要 证 明 ， 这 个 极限 点 集 正好 
是 Julia &, 

RR: C+€ 为 有 理 函 数 ，4 一 deg(R) > 2, DRAMA 
周期 点 组 成 的 集 为 P。 首 先 我 们 证 明 下 面 定理 . 

定理 8.1 JCR) 一 P"，P' 是 P 的 极限 点 集 . 

TA 我 们 要 证 明 , 对 Vee KR) Ro EAS RU, 
(WU 一 {wnP = 8。 反 证 之 ,假若 不 然 , 则 存在 某 一 个 邻 域 0， 
使 得 (5 一 {wD)NP 一 6, RIRSAPR. HF ICR) 是 完 
全 集 及 RR 与 玉 的 临界 值 有 有 限 多 个 , 存在 ze J(R) Bm 的 令 
UCU 一 {w}, 使 得 U, 不 包含 RIE, KEE U, A 
Re) 有 下 个 单 值 分 支 , 取 其 中 三 个 记 为 hO 和 [C0)， 
使 得 在 Us 内 1G) = he) xe La., ELF U, 内 的 函数 

go = Rt) 一 Ti , 1G) 一 HON 
R hG BO G 


. $3 « 


A itt 


its) = KON 
R° (2) = i, 加) 十 a) 一 一 一 一 一 一 一 -一 


iG) — 1G 
2@ Tae 二 
FEM {Re(a)} 5 {2.0} E U, 内 同时 是 正规 的 或 不 正夫 的. 
由 于 2€/(R), (R@)} 在 机 内 不 正规 ， 但是， 在 UV 内 
gasks) = 0,1, ©, MEHE Montel M, {1,0} EUREM, 
这 就 得 到 矛盾 ,因而 定理 得 证 , 
根据 定理 7.2， 我 们 知道 ,而 期 点 集 P 中 非 斥 性 周期 点 只 有 有 
限 多 个 ;结合 定理 8.1, 我 们 便 得 到 下 面 的 基本 定理 . 
定理 8.2 JCR) 是 斥 性 周期 点 集 的 极限 点 集 。 
作为 这 定理 的 应 用 , 我 们 下 面 证 明 关于 Julia 集 的 局 部 性 质 
的 定理 。 
- 首先， 我 们 在 $ 3 PR ROAR E BSH 2 RE 周 
期 点 组 成 ,日 对 Vee ICR), Bs BRU, 
U ReI) 一 全 一 互 
定理 8.3 设 eey(R)， 了 为 e 的 邻 域 。 则 对 任何 给 定 的 紧 
集 ACC,ANE = 8 ,总 存在 N > 0, 使 得 >Ni} ACRU), 
因而 如 果 DCE 为 一 个 域 ，DNJ = D, MEEN > 0, 使 
得 = 六 时 7 一 RDN), 
证 明 ”我们 证 明 第 一 个 结论 ,后 一 结论 令 4 一 JR) 即 可 得 
出 。 
根据 定理 8.2， 存 在 周期 为 的 斥 性 局 期 点 mw 及 mm 的 邻 域 
UCU, 使 得 UCRU). 我 们 只 要 证 明 , 对 于 给 定 的 4, 存在 
N> 0 使 得 当 # 之 N 时 ACRU). 我 们 知道 ， 由 五 的 定义 及 
R(=) 在 UD, 的 非 正 规 性 ,可 得 到 
AcC— Ec |] R**(U,), 


m=) 
其 中 Rm"ADUD)CRmtDA(UW)。 Vee A, FE NBR, K 


. J4 > 


N,>0, 使 得 当 m>N, 时 U,CR*(U,). st AMAPAIR 
定理 ; 则 可 找到 N > 0， 使 得 当 mS N, i, ACR"*(U,).. 

用 Ret 代替 Ree 类 似 可 证 ,存在 Ni > 0, (RY m > Ni 
”时 ACRU), j 一 0,1,-…,p 一 1， 于 是 总 存在 N > 0,18 
得 # 之 和 时，ACR*(D,)。 因 而 定理 得 证 ， 

。 定理 8.4 如 果 JCR) AC, Wl ICR) 没有 内 点 , 即 7CR) 在 
C 无 处 稠密 ， 


§9. Fatou 集 的 稳定 域 的 一 些 性 质 


”对 于 有 理 曾 数 Rl), Fatou $ 下 一 F(R) 可 分 解 为 可 数 多 
个 (和 连通) 分支 即 稳定 域 ID}. 由 于 了 与 JAIR) 的 完全 不 变 
性 ,对 稳定 域 Di,D; = RO) 也 是 稳定 域 ， 并 且 R:Di—> Di 是 
分 支 覆 盖 。 

定义 ”稳定 域 Dp， 是 周期 的 ,如 果 存 在 正 整 数 p, 侦 得 
R?(D,) =D, 
其 中 满足 这 种 关系 式 的 最 小 的 称 为 D WA. D, BATA 
的 Ceventually periodic), WREE m> 0, E4 RD) 是 
周期 的 . D, 是 于 周期 的 ,如 果 D, 是 终于 周期 的 但 不 是 周期 的 . 
稳定 域 刀 是 完全 不 变 的 ,如 果 R(D) = RD) = D 

” 设 了 为 完全 不 变 的 单 连通 稳定 域 。 这 时 ，R: D 一 D 是 d= 
deg(R) HOMER. DEAE RERA cs DZERY kj, 
则 有 下 面 引 理 表示 的 公式 ， 

引 理 9.1 DD 


4ED 
OA RENH o: D 一 DC0, 1) HS att PLM R 
D(0,1) => D0, D, RAZREZ: 


R 
D 一 一 > 也 


$ 4 
DC0,1) -到 DO,1) 


+ 35 > 


而 且 五 的 分 支点 ci 对 应 D(0,1) 的 具有 相同 分 支 重 级 A 的 分 支 
BA Gj. 

由 于 名: D(0,1) > DCO,1) fi dg WARS, log Ol 
ADO, D 的 人 镶 域 有 定义 且 是 调和 函数 , 且 可 连续 开拓 到 3D(0,1) 
上 ,使 得 在 8D(6,1) 上 logiZ 一 0。 由 此 推出 Ri) WH 
ZAZ 6D(0,1) 上 , 使 得 RODO, 一 9D(0,1). TER 
们 可 用 对 称 原理 ,把 Ë 对 称 解 析 开 拓 为 RÊ — Ê, deg(R) = d, 
临界 点 是 DO, 上 的 临界 点 .84 及 其 对 称 点 。 对 :CC 应 
用 Riemann~Hurwitz 公式 便 得 到 ‘ 


(D wD). 
| tE) ' 
PML 2, 回 到 R:D >D 后 便 得 
D k Dedd, 


“ED 
即 为 定 再 要 证 明 的 等 式 , 引 理 得 证 。 
引 理 9.2 ” 单 连通 的 完全 不 变 稳定 域 的 个 数 S 2. 
证 明 ”假如 存在 2 个 单 连通 的 完全 不 变 稳定 域 D,，z， 则 由 
引 理 9.1 得 到 ， 


5S ied- 


“ED UD; 
我 们 于 $1 中 已 知 
如 WD 


由 此 看 出 这 类 稳定 域 的 个 数 S< 2. DHE 
引 理 $.3 ”完全 不 变 域 的 个 数 如 果 大 于 1， ers 
征明 URAIPHEAERD,, Do 我 们 要 证 D, 与 玉 者 

是 单 连通 的 。 假 若 不 然 , 则 有 一 个 设 为 是 非 单 连通 域 ， 则 可 得 

aly a. l 
这 时 ,在 D 取 一 点 zaa 00, FREER 

M = 1/(z — #2) 

后 ， REET s= MoRoM™, 7 D 一 M(D,), D; 一 M(CD,> 
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为 + 的 完全 不 变 稳定 域 ， om6E D, m D 不 是 单 连通 的 。 作 一 
Jordan 闭 曲 线 1E Di, 使得! 围 成 的 有 界 域 4 包含 有 OD, 的 分 
ZBA Julia 集 的 点 。 考 虑 {s*}, W {e} 在 1 上 一 臻 有 界 ,而 
且 在 4 内 全 纯 。 根 据 最 大 模 原 理 ，{s*} 在 了 内 一 致 有 界 , 因而 由 
Montol 定理 , s" 在 4 正规, 这 使 与 4 内 有 Julia RATA, 
引 理 得 证 。 | \ 

由 上 面 这 两 个 引 理 , 便 得 到 下 面 定理 ， 

定理 9.1 完全 不 变 稳 定 域 的 个 数 所 2。 

另外 ,完全 不 变 稳 定 域 的 边界 也 是 完全 不 变 财 集 , 因 而 根据 定 
理 3.4, 可 直接 得 到 下 面 的 定理 . . 

定理 42 完全 不 变 稳定 域 的 边界 是 整个 Julia 集 。 

定理 43 如果 F= F(R) 的 稳定 域 只 有 有 限 多 个 , 则 稳定 
RATAS, 
” ”证明 EBB FR) 不 能 有 非 轩 期 的 或 预 周期 的 稳定 
域 ,否则 其 正 向 或 反 向 稳定 域 轨道 将 有 无 穷 多 个 稳定 域 ， 因 此 ,这 
有 限 个 稳定 域 都 是 周期 域 , 取 周 期 约 公 倍数 厅 , 则 这 有 限 个 稳定 域 
Eo” 的 完全 不 变 域 ， 办 此 ,应 用 定理 9.1, 其 个 数 委 2i 因此 定理 
得 证 。 = 

现在 ,我 们 来 讨论 直接 吸 性 域 的 连通 性 问题 . 

. 定理 .4 设 ze 为 尺 的 吸 性 或 超 吸 人 性 不 动 A, A(z.) 为 ( 直 

REM. Wl A(z.) 是 单 连通 的 或 无 穷 连通 的 稳定 域 . 

证 明 我 们 已 于 $4 中 知道 ，4(z) 是 F(R) ARER. 

设 DCz6,5) Rah, tE ROC) CDe), FA 


DC N LU. ore) |= 4, 


RP CHARMKASR. REAR, 因为 z RER AR 
HABLA e 的 点 数 委 2 一 2， 根据 Az) 的 定义 OS 4), 
ACz,) 可 表示 为 


ACz) = J E,» 
weg 


» $7 + 


其 中 E, 是 R“(D(a,6)) 中 包含 Dla) 的 (连通 ) 分 支 .9B。 | 
由 若干 解析 曲线 组 成 ， 并 且 ECE, R; Een E, 是 有 限时 
BER. 

PTA 吾 。 都 是 单 连通 域 ， 则 4) 是 音 连 通 域 否 
则 存在 丸 使 得 Ey EHEER MSN ,是 多 连通 域 。 考 
B R:Egn >Ev, CERO REE, ANB RE RBA 
分 支 覆 盖 也 是 单 过 通 域 这 一 性 质 ， BEws: 也 是 单 连通 域 而 与 假设 
FS. 因此 Esn BRA RERA, R: Exu > Ey AB RAT 
M2, Ai 6Ew+， 的 分 支 数 (边界 曲线 条 数 ) S2, KBD 
MB Ri Ey Eve BY Ey CEnn, CHB TRS? 
因此 @Eys, 的 每 条 曲线 对 应 OB ya, H 2 RHR, DEn 的 
SMM SU, ASBMB R: Exw+ Esn, AAAA ER, 
则 得 BEn+4 的 分 支 数 之 24， 因此 ACs) 有 无 穷 多 边界 分 支 ， 
Atm) 是 无 穷 连 通 域 。 定 理 得 证 ， 
作为 定理 9.4 的 推论 ,我 们 知道 ,如 果 FCR) < Ø, WM) PCR) 

的 (连通 ) 分 支 , 即 稳定 域 的 个 数 是 1,2 或 无 穷 多 个 ， | 
| 从 定理 9.4 的 证 有明, 事实 上 还 可 证 明 , 如 果 存 在 一 个 完全 不 变 
的 稳定 域 , 则 FCR) 的 其 它 稳 定 域 都 是 单 连通 的 ， | 

作为 本 章 的 结束 语 ,必须 指出 ， 本 章 介绍 的 是 基本 概念 和 基本 
定理 。 来源 于 Fatou 和 Julia 的 经 典 文献 [Fall 和 [Ju]， 整 
理 经 典 结 果 并 介绍 一 些 现代 理论 的 综合 性 文章 参考 (Bi). 


BE AMM DRS 
稳定 域 的 终于 周期 性 


本 章 的 主要 内 容 是 给 出 有 理 映 射 动力 系统 的 稳定 域 的 终于 略 
期 狂 定理 , 即 Sullivan 定理 的 完整 的 证 明 。 第 1 节 介 绍 终于 周期 
性 定 理 ; 第 2 和 3 节 研 究 Riemann 曲面 的 覆盖 序列 特别 是 游荡 
稳定 域 序列 的 直接 极限 ; 第 4 和 和 5 节 研 究 有 理 函 数 的 氢 共 形 形 变 
并 构造 出 一 类 氢 共 形 形 变 ;最 后 给 出 终于 周期 性 定理 的 证 明 。 


$1. 稳定 域 的 终于 周期 性 定理 


假设 R:C>€ 为 有 理 映射 ，degCR) 之 2。 我 们 知道 REG 
临界 点 的 个 数 < 2d 一 2, 

RAY Patou 集 ( 或 称 稳定 或 正规 点 集 ) F(R) 是 一 个 开 集 ， 
F(R) 由 最 多 可 数 多 个 连通 分 支 组 成 ,我 们 称 FO) 的 连通 分 支 
为 稳定 域 ， 由 于 FCR) 与 Julia 集 ICR) 的 完全 不 变性 ， 对 于 
稳定 域 D,R(D)》 与 RD) REBER. 

我 们 回 亿 一 下 ,稳定 瑾 也 称 为 周期 的 ， 如 果 存 在 ”之 1 使 得 
RD) = D, 使 RD) 一 DD 的 最 小 的 正 整数 ” 称 为 也 的 周期 ， 
“SARs = 1 时 ,DD 称 为 不 变 稳 定 域 ， 稳 定 域 DD 称 为 终于 周期 的 ， 
WHE >I Ra >i ee Re**(D) = RD), B ReCD) 
是 局 期 稳定 域 ， 

设 D。 为 一 个 稳定 域 , 则 对 应 有 一 稳定 域 序列 

Dy, Dy 一 RYD), ++, Da — R*(D),--. 
MARY mas abt, D, ADe = Ø, Wl Dy BY (Wandering) ` 
稳定 域 ,对 应 序列 称 为 游荡 稳定 城 序列 。 


Bek ee YB MRED, WEDREN, 

则 是 终于 周期 的 , 且 反 之 亦 然 . 

对 于 有 理 映射 R, 是 否 稳定 域 一 定 是 终于 周期 的 ? 这 问题 称 
为 Fatou-Julia fal, H 1920 年 前 后 Fatou 与 Julia 的 文章 发 
表 之 后 ,这 一 向 题 一 直 打 被 解决 .最 近 Sullivan 解决 了 这 一 问题 ， 
在 [Su3] 中 证 明了 下 面 的 定理 : 

Sullivan 定理 。 有理 映照 动力 系统 的 稳定 域 都 是 终于 周期 
的 , 即 不 存在 游荡 稳定 域 。 

Sullivan 在 证 明 这 一 定理 时 ,把 稳定 域 分 成 单 连通 .有 限 连 通 
和 无 穷 才 通 三 种 情况 ， 而 且 只 对 单 连 通 稳定 域 用 拟 共 形 贞 射 的 方 
法 给 出 较为 详细 的 证 明 ， 鞭 它 情 况 要 用 到 Teichmüller 空间 BE 
论 ,只 简要 地 介绍 了 一 下 证 明 的 思想 。 其 后 Bers 完全 应 用 Teich- 
miller 理论 给 出 一 个 详细 而 统一 的 证 明 。 Li 则 完全 应 用 M 
共 形 映照 给 出 一 个 较为 初等 而 统一 的 证 明 cm， 本 章 介绍 [Li] 中 
的 方法 。 


§2. Riemann 曲面 的 覆盖 序列 的 直接 极限 


设 
fa fa fat 


D, > D, > D, —> "e= Da m Dn 


为 Riemann HAAA, h Din = 0,1,---) 为 Riemann 
Hi. fa Di > D, AMSA . RED ce me 

定义 Riemann 曲面 De MOREA R, OR 
对 任何 D。 FEREARE 2:D,7>D., RE: 

Ch) rs = tpt fatis 

Gi) 对 V2,y€D,, mpl) = 2.) A BERERE k 
1 使 得 

farr fnt" -of G) 一 Farg fnt? -ofp (ye . ， 


现在 我 们 讨论 关于 直接 极限 的 存在 此 
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首先 我 们 回 亿 一 下 Riemann 曲面 论 的 一 些 基 本 知识 ，Rie- 
mann 曲面 称 为 双 曲 型 的 , 如 果 它 的 万 有 覆盖 曲 而 是 单位 泗 A 
{z €C: jz| <1}, Riemann 曲面 称 为 初等 的 ， 如 果 它 的 基本 群 
《 即 万 有 覆盖 变换 群 ) 是 交换 群 (Abel E), . 

初等 的 双 曲 型 Riemann 曲面 只 有 三 类 ， 共 形 等 价 于 下 列 三 
种 域 之 一 ， 单 位 图 A, 对 应 的 万 有 覆盖 变换 群 一 {1 (单位 元 
素 )}; A* 一 A 一 {0}， 对 应 的 万 有 覆盖 变换 群 T 由 一 个 抛物 元 
RERA A, 一 {z EC: 0<r lel <1}, 对 应 的 万 有 看 盖 
变换 群 T 由 一 个 双 曲 元 素 生 成 。 

以 后 ,如 无 特别 说 明 ，Riemann 曲面 均 是 双 昌 型 的 ， 覆 盖 曲 


BARENE, DRAH, iTA W, We 
其 中 w, 与 wW, 是 Riemann HH THI » + 基 ( 解 析 ) 投 影 映射 。 
引 理 2.1 如 果 
fi f: fs Foss 


Di —— p, in. -—> D, Do, > 


是 Riemann 曲面 覆盖 序列 ， 其 中 任何 D, BEIS Riemann 
曲面 , 则 序列 的 直接 极限 Da 存在 。 而 且 ， 如 果 D。 的 基本 群 是 
有 限 生 成 的 , 则 当 * 充分 大 时 , f。:D,_, -> D。 痢 是 夫 形 映射 ( 即 一 
一 在 上 的 解析 映射 》。 


- WA RA 一 DAD, 的 万 有 覆盖 ， 万 有 覆盖 变换 群 CD, 
的 基本 群 ) 为 P， 则 对 # 一 1,2,-++, fofs+10- +» of ony: A 一 卫 。 
AD, HAAR RA ARRERE Y T. WD, ~ A/T,, 其 
P= RECS, A/T = {T:E A}, Toe = (Ale): AET,} 
表示 点 E AWF T, 的 轨道 ， 这 时 我 们 有 关系 式 

DCTC* CT CT nC 
T. HAA RRERR ARES. AT, 不 包含 椭 贺 元 素 且 


是 非 交 换 的 。 所 以 FT。 一 U TEA SHARIA. BR 


据 Fuchs 群 论 中 的 Nielson 定理 : 作用 于 和 的 不 包含 构图 元 
过 的 非 交换 群 一 定 是 离散 的 ， 因而 是 间断 群 , 因 此 T。 是 间断 群 . 
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我 们 可 以 定义 Riemann HE Da = A/T. 定义 投影 映射 x: 

AA/l,, rT, 对 # 守 0 再 定义 投影 吴 射 r: D, > Da, 
TaT, BH D, 之 AJT,，T.CT。， 这样 的 定义 是 合理 的 . 
现在 根据 租 接 极限 的 定义 , 容易 验证 DP。 是 序列 的 直接 极限 ， 如 
RT. 是 有 限 生成 的 , WH = 充分 大 时 , T. HARTER, 
PÆ T, 的 生成 元 素 ， 因而 ， Pr, 了 of: Dna > D, 是 共 有 形 映射 ， 
引 理 证 完 . 

对 于 引 理 2.1 中 的 覆盖 序列 ,如 果 引 理 的 条 件 不 成 立 ,， 则 直接 
极限 不 一 定 存 在 。 这 时 ， 存 在 无 穷 多 个 Rieman 曲面 D. BW 
等 的 , 共 形 等 价 于 A, A*t 或 Ar。。 因 此 只 有 下 列 三 种 情况 之 一 : 

(2) 无穷 多 个 DA, 这 时 所 有 的 D, =À, fn: Da —> 

Dy, 是 共 形 映射 

(b) 无 穷 多 个 D, Ar,， 这 时 一 定 奉 在 入 之 0, HB 
#=0,1,:--,N It, D,@ A, Sa >Nit, D, ~ Ar, 一 te: 
ar in < i}, 

《c) ERST D, 之 A*。 KN-ERE NSO, 使 得 当 
#01 Rt, DD 之 A, 4a >Nnit, D, ~ At, 

Miz RIVET TTR, ATHARE ARIA (c) 是 
不 会 出 现 的 ,因为 稳定 域 不 能 共 形 等 份 于 Ar。 

在 情况 (b) F 24 o> NET, fear Da > Put 一 定 是 有 限 对 
1 BRAT . 

EKE, D, = Ar, 与 Du S Arens 则 fn:D。 > Don 诱 
FAKER Ar, Ara 我 们 有 交换 图 表 ; 


D, tt Des: 


| je ne 


Ar, , — Ar atti 


SLi H > Ar, 为 Ar, 的 万 有 著 盖 ,日 为 上 半 平 面 ,使 得 有 万 有 
覆盖 变换 群 T, ERATE r>a 生成 O< litai 


HS Aren D Aran MABE ARLEN P,P 11> 
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lant 生成 。 由 于 TCT, W- EREE 整数 j, RG A 
dings 对 VEEN, 5 §—0,1,---,7 —1 I, Uae 在 了。 中 不 
是 等 价 点 ,对 应 于 Ar。 中 了 个 点 ,而 在 Ps 中 则 是 等 价 点 ,对 应 
于 Ara 中 的 一 个 点 , 这 就 证 明 g: Ar. > Aron 是 了 对 1 的 映 
射 , 因 而 fort D, > Dr 是 į 对 1 Beat, 


5 3. 游荡 稳定 域 序列 


warmest R: 仑 一 仑 有 一 个 游荡 稳定 域 Du， EE 
定 域 序列 


R R R. R 
D, —> Dy + + — D, — D,a t (3.1) 


其 中 D, 一 R"(D,), OD, SJR). D, 是 平面 域 , ERA 
Riemann HH, 这 是 一 个 分 支 履 蔓 序 列 。 由 于 驴 的 临界 点 的 个 
asad 一 2， 则 临界 值 CR 在 临界 点 之 信和) 的 个 数 < 2 一 2. 设 
临界 值 集 为 SVCR) = {aloz 4 72d — 2, W 


C— R-(SV(R))—> ĉ— SV(R) 
成 为 覆盖 曲面 ， | 
.对 于 序列 (3.1), 当 a 充分 大 时 一 定 有 Ds SV CR) = Ø, IX 


时 D> D,;， 是 覆盖 曲面 。 我 们 可 以 假定 当 = 之 0 时 
D,NSVCR) mG, 
这 时 (3.1) 是 一 个 覆盖 序列 , D, 称 为 非 分 支 游 落 域 。 AR 
ORNER DEE, 则 当 = 充分 大 时 RD) ALARA 
域 . 
模 据 $2.2 中 引 理 2.1 及 其 后 附加 结论 C) O). 注意 到 Ra 
D, — Des; 是 有 限 对 1 ROBES 4 D, 之 mA, Dn Aree, 时， 


D, => Dun FEAR ETERS ATID ERAR D, 及 对 应 的 游荡 域 
覆盖 序列 (3.1) 只 能 是 下 列 三 种 情况 之 一 : 
L H saot dD, ~ 4, AN RD, Do 是 共 形 映射 ,我 
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D D, 8 BIS ye, 

2, 4a >on D.~Ar,, RD, >D, BARN 1 RH, 
这 时 D, 称 为 游荡 环 域 ， 

”3， 游 功 域 覆盖 序列 的 直接 极限 Do 存在 . 

引 理 3.1 HTAR R, MRD, 是 非 分 支 游荡 环 域 ， 唱 
一 定 存在 NSO, HEY e SN, R: DD, EEH 
射 。 

WA 设 R: D, > De 是 如 对 1 的 映射 ,我们 只 要 证 明 
存在 NSO, WHr >Ni, dam, i RD, 一 D,n 就 
是 共 形 映射 。 

RIES BBR, Ml okt, di dj ……d, >, RAT 
得 到 矛盾 。 i 

首先 取 一 个 稳定 域 Da, EA RD) 一 D,。 到 一 分 式 线 
人 性 变换 ME RAISER MoRoM 后 ,不 妨 设 DD_， 包含 内 点 oo， 
显然 ,我 们 省 DND = oO. D, 的 余 集 有 两 个 连通 分 支 ， 其 中 
RKE Da 的 分 支 ( 有 办 分 支 ) 称 为 小 分 支 ,并 记 为 1。。 

取 定 一 条 光滑 的 敌 单 闭 曲线 b LCD, 有 上 且 内 部 包含 hh， 设 
L= R, Æ C 的 球面 度量 下 ,六 与 4 的 长 度 分 别 为 ,与 
L, HF {R*} 在 D 内 正规 ,根据 正规 定 则 ,对 任何 紧 集 ECD,， 
存在 常数 M > 0 GREE MS h), HEH Vee E， 


RY) oy 
1+ | RE*(C2) 1? 
因此 我 们 有 
L,” RY Ce | 


M f M La’ 
Lia ig lil < f, lazi < ML 


Me 1, 在 球面 度量 下 的 直径 8, WA buddy eda SLX 
ML, AHL, RAD, 有 ddyd, 次 .由 于 当 = 一 o9 i 
didy trde >, Ath 8,0, 
在 球面 C 上 一 定 存在 常数 M> 0, 使 得 对 VeEC, ， 有 
IRD + izla <M, 
© 14 1 RG)/? 


+ ák s 


Av zim inse mee Ê 上 连续 。 因而 对 Vs eC RIS 
R'(s 
FRG < “ipa 

注意 到 RR 把 D。 的 余 集 分 支 变 为 Dav, 的 余 集 分 支 ,而 RU.) 的 
直径 < Ma, 一 0， 因此 当 a 充分 大 时 (2 ND, RU) = Ion. 
在 DU, 内 考虑 {R}, n>N, hF R*(Dy U1w) 总 不 包含 
D.,， 根 据 正规 定 则 ,这 是 一 个 正规 族 ， 因 此 D,U ly 不 包含 J, 
的 点 。 但 ôC KREATA, SEREZ. 

根据 这 一 引 理 结论 及 引 理 2.1 的 证 法 ， 对 于 非 分 支 游 萝 环 域 
序列 ,直接 极限 一 定 存在 。 事 实 上 , Yn 关 六 时 天: 也。 一 也 -+ 是 
一 一 对 应 ,我 们 可 取 任 何 也 。 作 直接 极限 Da 对 于 非 仓 支 单 连 
通 游荡 稳定 域 序列 也 是 如 此 , 这 时 我 们 可 取 任 何 D。 作 为 序列 的 
直接 极限 De AERA FERIE, 

引 理 3.2 ”对 于 有 理 映射 R, EOS eee 序 列 的 
直 痿 极限 总 是 存在 的 ， 而 且 直 接 极限 也 是 或 共 形 等 价 于 ) 平面 
域 . BO 
为 了 本 章 定理 的 证 明 , 即 证 明 游荡 域 的 不 存在 性 ,我们 考 患 直 
ERR Da 的 类 型 。 首先 必须 指出 Ds。CC， 且 边界 op. 由 天 
穷 多 个 点 组 成 。 

按照 Ahlforstàs! 的 分 类 , 非 紧 Riemann HH BE AAO 可 
LA 2 SA on EERS A Sh Tm A RAC 

ORM, MRO Green 函数 存在 ,， 当 且 仅 当 9 的 
理想 边界 的 调和 测度 存在 ， 即 对 任意 给 定 的 贺 ACO, FARN 
MR os) 定义 于 O-A, 且 olhei HELAK 
0 之 w(x) < 1，w 称 为 如 的 理想 边界 的 一 个 调和 测度 ， | 

.我 们 知道 , 如果 存在 定义 于 3 的 有 界 全 纯 函 效 ， 则 9 一 定 是 双 
曲 型 的 。 

| OFS) HAY, WOW Green 函数 不 存在 ， 在 这 种 情况 
下 ,9 的 边界 869 一 定 是 一 个 完全 不 连通 集 ， 即 其 连通 分 支 仅 由 
一 点 组 成 ， 因 为 否则 09 有 一 连通 分 支 多 于 两 点 , 通过 一 个 分 式 
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Sew. AUS THAR, MAARE RA, A 
GO te BY, 
我 们 将 要 用 到 下 面 的 引 理 。 
引 理 3.3 设 OCC ERDER, ACO 是 一 个 图, 则 定义 
于 9 一 A 的 任何 有 界 全 纯 务 数 f(z)， 总 可 以 开拓 为 定义 于 
c—A, 的 全 纯 户 数 。 
证 明 meee 我 们 可 以 假定 
一 {s:lsl > R}. 
TT REAO 一 1,2, -ME ACO, 9,COn 
及 U O,= 0, 02, HARRKBARR RA BRAM mA 
Cauchy 积分 公式 ,我 们 有 
i) 2xf J t—g dt + i Nes. 才 一 名 dt» 
“2€9,— Ay, 
CE HRB RMB f(x) 在 dA, 上 连续 . 设 


ft) 一 4l AD ar, sec As 


ea, Eer 


1 

Ixi fa. Ka, zE Dns 

则 对 s€9,-A, BT 站 CO， 容易 看 出 fila) 可 以 解析 开 
| 拓 为 定义 于 届 的 骤 数 。 由 于 fe) 一 ja) +h. Trapt 
“9 一 有 界 , 因 此 h 在 日内 有 界 .但 0 是 抛物 型 的 ,因而 h 是 
一 个 常数 ， 注 意 到 fC) 一 0, 得 到 A = 0. 

于 是 我 们 得 到 
I 一 hte) -| AE az, 2€O— Bo 


Zwi J@a, E 一 区 
但 h 定义 于 G-A, 内 ,所 是 f 的 解析 开拓 , 引 理 得 证 。 
TE 


fiG@) 一 


$4 Am mre 


在 这 里 及 以 后 ， 我 们 要 用 到 拟 共 形 映射 的 一 些 基本 福 括 及 定 
站, 可 参考 [A1], 

一 个 拓 站 映射 OCC 称 为 拟 共 形 的 ， 如 果 名 具有 局 部 平 
方 可 积 的 广义 导数 O, MO, AE C 几乎 处 处 满足 Beltrami 
方程 | 
| Č, = y‘ Ọs 
Hh TI ula) E LC), A jalak. aD RHO 
的 Beltrami 系数 ,而 实数 . o 

k-th 
1—4 
BARAKAN, 

—*+ WEBER o, RAE | 与 ®, 
KI AERA 0,00, 者 是 披 共 形 胸 射 

AAP UB ©, 与 @， 具 有 共同 的 Beltrami 系数 ws), 
当 且 仅 当 P.O; LIRR H, 

可 测 Riemann BAER, Sa WR ols) € S.C), 
lalak <1, H He — MWB RH On: CoC, 具有 
Beltrami 系数 w(x) 及 保持 0,1 Koo Kas, 

Ahlfors 与 Berst49 推 广 这 一 基本 定理 到 上 具有 参数 的 情况， 
下 面 我 们 要 用 到 其 中 的 上 共有 可 微分 参数 的 可 测 Riemann RAE 
理 ， - 

设 Wa = {tm Cea ot E R”: ty] 8j = 1525-2 5m}, 

具有 可 微分 参数 的 可 测 Rieman RHE. 假设 对 任何 
1E Welt zye LCC), lelt x)| kas 1, 且 对 于 充分 小 的 ; = 《ns 
fot sinje 


ECEE sE) — ult) + >> a;i, g) 十 1s| 5C #5538) 
imi . 
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其 中 dG, s; Ol. ce 为 常数 ， 布 对 几乎 处 处 的 z€ C， 当 
一 0 时 21,1;#) +0; BHR fm 1,2,--+m, lle. A 
Fi, 且 对 几 平 处 处 和 的 26 C, sO WT a;(t + 5,2) — aj€t,2z), 
则 对 任何 +€ We, FEREARE O,:C C, z OG, 
2), FLAY Beltrami 系数 alts), RF0,1 与 co 不 变 ， 而 且 对 于 
国定 的 = 作为 + 的 函数 Psr) E Cw), MPH 1,z 的 省 数 
OCz) 在 wx C Eg, 

MERI ra MBH LILIES, 

设 R:C +6 为 有 理 映射 ， P, ÔÊ 为 报 共 形 映射 ， 具有 
Beltrami 系数 al), lelo Ekal. 

EX MRR, 一 DP.oRo 人 Di! HEABRAH. Wl R, RAR 
I~ USE, 
. 引 理 4.1 Rs 一 省 ooRog2 BRHVKCEE.AARS 


Ris) . 
p) 一 MRO RES a.e.2€C, 


证 明 如 果 R, 是 氢 共 形 形变 , 计算 oR 一 Ro, 的 
Beltrami 系数 ,出 可 得 到 


PG 
ple) 一 RGD) PG ae. €C, 


反之 ,如 果 xt) 满足 这 一 关系 式 ， 则 OR 与 0, RAAR. 
Beltrami AM a(r), Ak R, m (ORO E C 内 全 纯 , 可 
能 有 有 限 个 孤立 奇 点 ,再 应 用 关于 孤立 奇 点 的 Riemann E, R, 
可 解析 开拓 到 这 些 孤 立 奇 点 而 成 为 有 理 函 数 , 引 理 得 证 ， 

我 们 主要 孝 霖 的 是 有 理 峡 射 玉 的 具有 连续 参数 + 的 拟 共 形 形 

变 族 。 . 

设 ‘SV CR) 一 {e az-**900} 为 RR 的 临界 值 集 。， 其 中 g< 

2d 一 2,d 一 degCR) 之 2。 我 们 知道 ， 


ĉ— RSV CRY) > Ê — SY (R) 
是 -个 覆盖 曲面 。 
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设 rv:[0,ll —> wo u — vlu) 为 w。 内 的 非 退 化 弧 ，woCR* 
已 于 前 面 定 文 。 

这 时 我 们 有 下 面 的 重要 引 理 。 

引 理 4.2 设 0, 一 0fpz):y XC 一 © 为 一 族 报 共 形 映射 ， 
保持 给 定 的 Bo B,,B,¢ 6 — SV(R) 不 变 , 且 ?C1,z) Æ 7x Ê 
连续 。 再 设 对 任何 Ery, R, 一 ORO) RAAR, WAH 
于 给 定 的 4,¢C —R(SV(R)), RCA, 一 By k= 0,1,2 及 
SV(R) 的 点 ,成 立 等 式 

O(s,4;) = PCs,a;)5 j= 1,2, & 2d — 2, tE T} 
Dl A) = O(5,4,), k= 0,1,2, TEY, 
Herp s e 7 为 某 一 固定 的 信 , 则 对 任何 + < 7 有 
pR = BoRoD7!, 
此 即 
E (;!0@,)oRo(O740@,)1 — R. 
HA ”对 任何 固定 的 rer, TUAH 
Ror: C — PRV) ->C -V 
及 RogB71:C 一 oR-(V) 一 C 一 V 都 作为 覆盖 曲面 ， 这 里 简 
iV =SV(R), 0700,:C -V>C—V BURN, Ast 
MBH AK Fu C—@oR(V)+C— ORV), CB 
Falla) 一 总， 这 里 ia = OA) 一 B,(Ao)， 我 们 有 交换 图 表 : 
C— pok (r) > GC — RAV CV 
Tae DrD, . 
C— sR Oy SC ERAT Cr 

由 于 %,(0.(4,))€0,(R(B,)), @,(R“(B,)) 是 离散 集 ， 
而 TOLD E+ 的 连续 函数 , 因此 对 cer, TOAN) 是 
常数 ， 令 + 一 :时 得 到 对 tE r, U,,(0,(4,)) 一 (D(A)) = 
外 4) 一 四 (A1)， 同样 可 以 证 上 明 , 对 ze y ,C94A1)) 一 9,(4))， 
这 就 说 明 如, 有 三 个 不 动 点 ©,(4),0(4), 及 (A). 

” 报 据 交换 图 表 , 我们 有 87togioRogzl 一 Ro oy, $ 
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1 =f 时 得 到 OD, o RoD 一 Reogilog。 这 就 可 以 看 出 Fa: 
C 一 由 RAPD) +C—OoR'V) 是 共 形 映射 ， 因 而 可 以 开拓 
ACHHEBAMRH. 但 Fo, 有 三 个 不 动 点 ， 因 此 ©. BES 
Rt, Fo 一 id, FE CoRR) 一 OR OT, 91 理 得 证 。 

现在 ,把 Ooo, RAER Julia Æ ICR) 上， 则 我 们 有 
引 理 如 下 。 

al 43 ” 设 族 Ww x C+ 如 引 理 4.2， 则 对 于 vee 7, 

TOD, |se = id. 

证 明 根据 引 理 4.2，(@zteg,)eRo(gitog): 一 R， 可 以 
看 出 orot, 把 ICR) XH ICR), BUR RASA m 29 I BS 周 
期 点 组 成 的 集 为 Pook HASARA P 一 U P-， 则 根据 第 一 
章 定理 8.1, J(R) = P, | 

首先 我 们 要 证 B71o8,|p。 一 Id. 对 Vee Py, 0700,(0) 在 
Pa LEE 1 € REM. E Pn 是 离散 的 ， 即 由 孤立 成 组 
成 ,因此 Propa) 一 Orpa) 一 a， 我 们 得 到 四 ro 由 |， = 
id, Ai prop, |p 一 ld, O7°O@, | cp) = 14g、 引 理 得 证 。 


$ 5 具有 参数 的 单位 圆 到 自身 的 
可 微 拟 夫 形 映射 的 构造 


单位 贺 记 为 A, 8 eR mo 4d +2, d— deg(R) 22, 
8 > 0 为 充分 小 的 数 。 令 参数 域 为 

w= {t = Cinta +t ER”, lel SL ajcm}, . 

首先 ,构造 一 族 微分 局 胚 ， 

Oy, — Oplis2) :Ww X GA —> GA, 
mezt): 上 一 0 时 Op, = Id, 4 24s Bf, 
(Op) ot 0p,) * Id, 

有 对 Vrp, 保持 OA 上 给 定 三 点 BoB, 及 Bi KE, 

设 By meh, ORF in, k—- 0, 1,2, Rem pt a 
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aE {0,20}, RR 0<w ca css a,c dn, 区 闻 [6; 一， 
a 十 8] 互 不 相交 且 不 包含 BB, 及 Ba 
Wie jam, 定义 函数 


: a 
pO) = 2e keir) 19 — ai] <8 
0, l0 — a;| > 8 
$(@) 是 定义 于 [0,21] 上 的 C° BR. AZ [0,20] E. 
1p OJ < M5, 


其 中 M> 0 为 一 常数 ， 
再 定义 


P= O+ api(0), tE wo, OE 10, 2x], 
jmi 


则 我 们 有 pa, 0) 1+ 之 #w;(9)， 因 此 得 到 - 
1 — mMë Kt, Oal + mM, 

取 定 9, 使 得 l—mMS> 0, 则 H0) WO 是 定义 了 [0， an] E 
AUP" #8 OH BK 

4 

Om, m Op(1,0) m ch, z m lE DALE Wo 
Wom, 满足 人 条件 (5.1), 

现在 定义 A 的 微分 自 同 胚 p, 一 pCi,2):wo x AA, 

(zx 一 rete, gam re EG A, tE wo, 

9， 便 是 所 要 求 的 拟 共 形 映射 ,其 有 Beltrami 系数 


( ) (CH a P + i (ee 
Balt, 3) = -= 一 一 


(os (Co) 一 i Cee 
me ¿1i 1— $'(2,0) we pi —2 {Oy 


1 + pCt, 0) 2+ Ep OY 
WIE lala) < 5 mM Mo <mMi—ke<l, : 


p, 还 满足 条 件 : +: 一 0 时 pm Id, Hews Kf 
l pr ops ac Id 
E ogitog los ld. p, PRI BoB, 及 B€ OA AA, 
BER (1,2) 满足 $ 4 中 具有 可 微 参数 的 可 测 Riemann 
Be St EBAY Fl PERE, 


§ 6. Sullivan 定理 的 证 明 


我 们 要 证 明 : 对 于 有 理 函 数 R.d —deg(R) 之 2， 不 存在 游 
荡 稳 定 域 ， 用 反 证 法 ， 假 设 存在 游荡 稳定 域 De 然后 导出 矛盾 。 
对 于 假定 的 游荡 域 D,， 对 应 有 游荡 域 序 列 


R R R 


D, —» D, >- Ds Dyn —> > 
其 中 对 mæn, DAD, 一 O. 根据 $ 3 中 结论 : 我 们 可 以 假定 
这 是 一 个 游荡 域 覆 盖 序 列 ， 因 而 由 引 理 3.2， 它 的 直接 极限 存在 ， 
记 为 D。,DsCC， 使 得 有 下 面 的 交换 图 下: 


D, —> rae 一 >。 一 一 Day, 一 
mn ~ TE at 
w | L ' 
一 ~ 
~op 


其 中 ,对 n= 0, yee D, 一 > Dyas D, 一 > Do ERAMA, 
mx:D, > D., AARI, E z, ays R, 

取 定 一 个 Jordan MR ALCD,. RERB E, 对 * 一 0， 
1 存在 Jordan 域 ACD, E r, Å, An 及 R:A Aa 
都 是 共 形 ( 单 叶 全 纯 ) 映 射 。 我 们 可 以 假定 A ETH, AA 
以 缩小 A. 使 得 A, 是 一 个 圆 。 

RANE A, 的 正 向 轨道 为 

OHA) = {A, = RA): 2 = 0,1,...}, 
A, 的 大 轨道 为 


æ 42 -O 


OCA.) = {Ang R Ang) 一 AsAs — Ann = Oslyeeo he 
MESS, 我们 定义 一 族 氢 共 形 映 射 ， 
Pı = pliz): wo X ho —> Ar | 
其 中 w= {r= Cts by ER", lylei, lSjam, 
m > 4d 十 2}， 而 且 p, 保持 给 定 的 三 点 Bo B E BE DA, 不 
Æ, Beltrami 系数 
a(t, 2) = (oe 
WE halle SR<1, BHM 22s st pricy, 3A, = Id. 
现在 ,在 AL 定义 hli), E 


parilis 2) = pelt RT Ra, 


反之 即 得 


R’ 
malia) = pari RGD) WER, 


其 次 ,依次 定义 waz) F An COCA), E 


Rz 
past 5) = Barats REE. 


最 后 ,我 们 定义 p(t,x)》 FC, 使 得 当 2€4,,.COCA,) 时 
PCE) 一 Mmali), 
否则 令 al) 0, W tele Skool, 


ps2) = w(t, RC) oe | 
EBI (1,z) 满足 引 理 4.1 PAF REWER, Sb, 
根据 构造 方法 ， 不 难 验证 uC:, z) 满足 $ 4 中 具有 可 徽 参数 的 可 
测 Ricmann AEB, 根据 这 一 定理 ， 存 在 一 族 袖 共 形 
映射 

O, = Dizz): w X é+€, 
D, 保持 固定 的 三 点 By, BR Be OA, AE, OG, 2) Ew, x C 
连续 ,而 对 于 丙 定 的 zs@kzrs) 作为 :的 函数 在 ww 是 可 微 的 , 再 
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根据 引 理 4.1, 

R, = Q, Rop’; Ce 
HARKAK, 

ie RAISERS V = {aaa} g 2d 2, WY 
R, 的 临界 值 之 集 为 . 

V, = {Da Da) PH,0,)}, 
假定 给 定 的 点 BoB 及 B; 拓 六。 再 取 定 三 点 AoA 及 ACC 
使 得 RCA:) = Bi, k=0,1,2, ZRET w 的 4 十 3 个 可 
微 函 数 ， 

Oltra, Fm 1525-8 99s 
O(2,4,), A— 0,1,2. 
注意 m >q+3, 应 用 隐 函 数 存 在 性 定理 ,存在 了 Csi» Sag? *s 
Sm) € Woy E s DRRR EET THRE, Bee ABI 
7:[0,1] ew, u —> 1. Y(n), KOs, 
使 得 对 veer, 有 . 
Olaa) = O(s,a;), fm 1,2, tags 
PDA) = Ols Ay) k= 05152, 
因而 根据 引 理 4.2， 得 到 
(BoP, joRo( P00, )' — R, 
由 此 推出 
. (O70, )CICR)) = ICR), 
再 根据 引 理 4.3,， 对 ver 有 
DnioD, ra Id, 

而 由 此 推出 ，@7o 旬 ,|p:Do 一 Do 及 Orp, p, D, — D, 都 是 
氢 共 形 自 喘 射 ，# 1,2; 

现在 我 们 要 扩大 OCA) 为 OCA), 使 得 Or'o, Æ C — 
O(A,) 是 解析 了 映射, 类似 CCA.) ARE. HE A, MIDE A, 
使 得 RCRK， 及 Jordan $È A., 使 得 ACA, Bm: >A, 
BEBE eM 
OA = {A, = RA = lh 
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OCA.) = {ns RCA n) 一 Ay = A, myn, = 0,1,...}, 

对 V®, 在 O(A,) 外 是 解析 映射 ,容易 看 出 ， 当 rey 而 充分 接 
ETF s if, Groo, 在 OCA) SEAM E ti, EE Yre Ts 
D'o, 在 OCÄ) IERIE, Ortop, AER, BL 
SURBRH 0..:D.>D, ELA 

# (0) = Cm DD rsh)). 

这 样 定义 是 合理 的 ， AS n E) MRK, BREW Ve, 
nE) 一 定 存在 R>O, HA R2) = Re), AM 
(997 10@,) (21) = (iyo RtoD7*0@,)(z,) 

= (no'o D, RIC), 
(mo D7 10D,)( 21) — (mo R*0O;100,)(z,) 
= (xbr top REC), 
因此 
Copr op, I) = CDr) C) 
= (2,90; '0D,) Ca). 
这 就 证 明 下 ,的 定义 是 合理 的 。 
€o 在 也。 一 A。 RH, n — Id, 

我 们 可 以 证 明 , 对 Vee 7, OF ee = Id, SRR 
REZ ME: 

- G) Do 的 理想 边界 的 调和 测度 不 存在 。 这 时 ,根据 引 理 3.3， 
Float 可 开拓 为 定义 于 C— A. 的 解析 函数 ， 且 记 为 Fns 
F., HOD. KH OD., OD, 是 一 个 完全 不 连通 的 点 集 ， 对 
VOEODe, FCC) Ær E r REZAR, HF OD, 的 完全 不 连 
通 性 , P) BRR, V0) 一 于) 一 5 OD, HESS 
点 组 成 。 因 此 Palio se) 一 J4， 由 此 推出 Prog, |p, ota 一 
Id, Weer. 

Gi) Da 的 理想 边界 的 调和 测度 存在 ， 这 时 ， 存 在 定义 于 
Do 一 A. 的 调和 函数 u, 使 得 ulðä a1, Ome et, 

ETARE č; A-D, — OCA), ARM. 则 有 一 列 
Bm 
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A -5> D,—O(A,) Do — Be 
在 Dy — OCA REE RAM BRM wle) 一 ulrl), 0 < m E 1, 
对 任何 A,,CDMOCA,), mlox,, = 1. 
BE MAA AAR 各 (ww) 一 wol 吉 Cw))。 根据 Fatou 关 
FUR BOTH, 对 几乎 处 处 的 re OA, Bw HOA 的 非 切 方 
向 趋 于 = 时 ,极限 imalo) 存在 ， 这 个 极限 值 在 BA-。 上 或 在 


OD, 上, 设 E — {re ðA, WARR ime (wo) FE, 且 信 在 


dňu 上， 入 CD、 则 o<mes(E) < 2m, BAM, mes(E)= 
2x， 则 对 几乎 处 处 的 *， 非 切 向 极限 
miw) = ima) = 1, 
由 调和 函数 的 边 值 性 质 知 lwa, a a, 这 与 
cnl FIA, | 
& 一 BA 一 E， 则 mes(Z,) 之 0， 对 几乎 处 外 的 rE 有， 
非 切 向 极限 im 和 %(w》 存 在 且 其 值 在 OD, E. 


考虑 定义 于 D, 一 OCA) Haste 
fala) = Drlog, lw) — 2, 
由 于 在 9D 上 drieg(a) = z, EOD, E f 一 0， 在 入 内 定义 
fale) = falalo), 7, ZAANAFEABR, H Fatou 边界 
值 定理 ,对 几乎 处 处 的 rt E, eo SEQ rit, alw) 趋 
于 8DP。 上 的 点 ,因此 非 切 向 极限 
lim Fw) 一 lim failw)) = 0. 

由 于 mes(8) > 0， 根 据 Lusion-Privaloff R, f lw) = 0, 
Bit fCe) 所 0， 即 在 D,— OCA) 内 O7'00,(2) = z. 

H(i) 与 Gi), 我 们 证 明了 O70, 在 D,— OCA) 及 其 边 
FLESH FEB, Pro, | ox, 一 1dize 7, 

现在 ,限制 在 A 内 ,我 们 知道 OF, £04, 的 邻 域 内 解析 
且 是 恒 等 了 映射 。 而 名, 及 人 在 如 一 A RH. KIER, 
GoD, 在 A 一 和 解析 昌 是 得 等 映 射 。 于 是 Oot, an 一 Id, 
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再 回忆 到 前 面 ， 我 们 知道 ，9. 59,9, 5 p, 具有 相同 的 
Beltrami 系数 ,因此 在 A, A, p007, Pop 是 A, 的 共 形 同 
A, BRA BoB, 及 Bi€ 0A, 不 变 。 由 此 推出 A。 内 共 形 自 同 
AR, 

(po Dr) PB = popop op" = Id, 
rc 7， 特 别 有 prp, las = PrP, lan 一 1d， KBR EY 
tshi, prop las = Id FIG» MAMET Sullivan 定理 。 
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EZR AMARA 
稳定 域 的 Sullivan 分 类 


本 章 前 三 节 主 要 讨论 双 曲 Riemann 曲面 的 解析 自 映照 的 动 
力学 性 质 。 在 此 基础 上 ,我 们 在 第 4,5 节 证 明 有 再 函数 周期 稳定 城 
的 Sullivan 分 类 定理 ,从 而 对 有 理 函 数 在 其 稳定 域 上 的 动力 系统 
和 性质 有 了 一 个 比较 完整 的 刻画 ， 最 后 我 们 讨论 Sullivan 分 类 定 
理 的 一 些 应 用 。 


$1. 双 曲 型 Riemann 曲面 解析 自 映 照 的 
Schwarz 5|% 


首先 ,我 们 建立 单位 圆 A 的 双 曲 度量 形式 的 Schwarz 引 理 ， 
单位 加 和 的 共 形 自 映 照 是 线性 分 式 变 换 , 一 般 形式 为 


Ate = fet T ži z, €A, €R, 
— £58 


我 们 称 之 为 非 欧 变 换 , 其 组 成 的 群 称 为 非 欧 变换 群 ; 作为 非 欧 平 面 
AEA, 其 Poincare 度量 或 称 双 昌 度量 为 
ds = _2ldzj 
1— |z[?" 
| 双 曲 度量 在 非 多 变换 w 一 A(z) 下 不 变 , 即 
2|de| _ _2ldw| 
. 1— |x|? ~T— |wl* 
Schwarz 引 悍 ( 双 曲 度量 形式 ) 设 f:A 一 A RR TU 
edia < lan), s, net, 
ji 一 iia) | 11 一 AA) 
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WO! ¢ 1+ 
1— f “1 一 jg 
其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 fA 一 A 是 线性 分 式 变换 ， TEER. 
换言之 ，Schwarz 引 理 的 结论 是 : 

G) f 严格 减少 双 曲 度量 ; 

GD 了 保持 双 曲 度量 ,这 时 , 当 且 仅 当 了 是 非 欧 变换 。 

设 刀 为 双 曲 型 Riemann WR, REM DN ABE fr 
HA, A D, «HMR, 设 万 有 覆盖 变换 群 为 
r,T 由 A 上 的 一 些 非 欧 变换 组 成 ， 对 Ya€D, VAET, AT 
x(a) 变 为 其 自身 wa), 而 对 €a), 有 

wa) = {A(e): AEP}, 
BI na) RARCON T 的 一 条 轨道 。 由 此 推出 ，A 的 双 曲 
度量 在 oa) 上 的 点 不 变 。 根 据 这 -- 性 质 ， 可 通过 = 定义 也 的 
双 曲 商量 ,对 Vee 了， 在 卫 的 邻 域内 ,由 于 = 是 局 部 解析 癌 是 ,我 
{IR 2 一 =(z) 作为 局 部 参数 ,在 了 内 定义 度量 为 
2(w) | dw | a =a PIC w= x(a), 


这 样 定义 的 度量 ,我 们 称 为 双 曲 型 Riemann 曲面 也 的 双 曲 度量。 
© Schwarz 引 理 《 一 般 形式 ) 设 刀 为 双 曲 型 Riemann Hi, 
R:D >D 为 解析 映照 , 则 仅 有 下 列 情 况 之 一 成 立 : 

“(i》 了 严格 减 小 双 曲 度量 ; ， 

` Gi) RRAMHER; 这 时 , 当 且 仅 当 R:D 一 DD BR mR 

A. 

证 明 通过 万 有 覆盖 x:A 一 D, 提升 R: D>D AR: 
各 一生 ， 使 得 有 交换 图 表 


A-Ž. A 


D E D 
RASA SIRI, RENKAAN Schwarz 引 理 ， 有 
G) R ERORA ORARE ATI RIR D 的 双 曲 度量 
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Gi) Ë RAW, Mi RRA DMS, RORB 
证 R 是 A 的 非 欧 变换 ， 当 且 仅 当 R:D>D BAKE. RX 
上 ,如 果 及 :了 一 也 ERZI RASA, HERE. AL E E 
线 往 分 式 变换 , 即 非 欧 变换 ， 反 之 ， 也 不 难 验证 R: D 一 DD BB 
. 盖 。 - 了 

注意 : 提升 RASA 对 于 万 有 性 盖 群 了 是 自 守 的 。 具 有 性 
质 ， 对 VACT, BE BET, 使 得 Rod = BoR, im Gi) 
F, R:A >A 是 非 欧 变换 ,我 们 有 RoR eT, He Rora 
T, 但 R 不 一 定 是 了 中 的 变换 。 MR RET, 则 R; D>D 一 
定 是 共 形 映照 。 因此 ， 在 情况 〈ii) 下 ， 将 再 分 两 种 情况 讨论 如 
下 ， 

引 理 11 mR R: DD 是 共 形 映照 ， 则 仅 有 下 殉情 况 之 
一 成 立 : 

a) 存在 Riemann 曲面 Ds RH BRI x。， 使 得 rat 
D-D, EEX, R:D >D 是 覆盖 变换 ; 

b) RERNE BEHE s, 使 得 R* 一 Ud); 

c) DESH Taf A A, A" = A {0} RAH AC, 
D= {2:0<r< le] <1}, REBAR A,A* 或 A(r,1) 的 
无 理 旋转 z erts, a 是 无 理 数 。 

证 明 AASB «:A>D 提升 R:D 一 D 为 有 A 一 A， 
WR MAAK, NTA RREMH a Roro eT, 

4 DORA ARE 

= {Rn = 0,41,42,--+} 


HGH ANH 
G = {Rn = 0,+1,42,-°-}, 
其 中 R= x 'oRow, R* =x Re, 现在 分 两 种 情况 讨论 如 
F: 
G) 4 与 G6 是 间断 群 。 这 时 ,如 果 E aRar, WHE 各 
的 间断 性 ,名 是 有 限 阶 的 , Fen, HER 1, 因而 投影 
R* 一 ， 即 为 情况 b); WR R KEMAH Wi 各 Son 
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间 斯 性 ,对 Vs,€ D, Mi {R*Cs0):# 一 0,41, +2,7--} EDA 
没有 极限 点 , HAE n KARERE Va SB RV) 互 不 
相交 。 记 所 有 轨道 的 集 为 

a Da = {R*(#):8 € D}. 

D。 中 的 点 RG) 的 局 部 参数 邻 域 为 任意 一 个 R p). 不 难 
验证 ，D。 成 为 一 个 Riemann 有 曲面， 定义 自然 投影 映照 ra: 
D—>Do, zi>R"(z),， 则 za: D 一 D。 BBR. 这 时 , > SR 
KORG) SH x. 对 应 Do 内 相同 的 点 ,根据 定义 R: D 一 DD 
EARTH, BS IM a) “ 

Gi) 各 与 6 是 非 间断 群 ,这 时 ， 由 于 A 的 非 欧 变 换 组 成 的 群 
AV SR RS, 各 是 非 离散 群 。 根 据 非 离散 群 的 性 质 ,人 
中 存在 非 恒 等 变 换 的 序列 多， 使 得 当 np > 00 时 ; RT, 
由 于 OR 是 R* 的 提升 ,因此 ,对 VAET, Re AR ET, 因此 ， 
AoRsio A oR ET, 但 是 了 中 的 序列 oo 

AoR*jo A oR "i 1, n; -> 00 
根据 的 密 散 性 ， 对 充分 大 的 my, 都 有 
Aoo A oR =. RR AOR" = Rio A , 
现在 ,我 们 朗 应 用 关于 可 交换 线性 分 式 变换 的 一 个 引 理 : 

: 引 理 设 4,B 均 为 线性 分 式 变 换 ,都 不 等 于 1, ABM BA, 
则 

1) 4,8 都 是 抛物 变换 , 且 有 公共 不 动 点 ， 

2) 4,8 都 不 是 抛物 变换 ,或 者 AB 两 个 不 动 点 相同 ; 或 者 
A,B 两 个 不 动 点 都 不 相同 ，4,B8 是 炸 圆 变换 且 | 

Ai Bim (ABY = I, 

根据 这 一 引 理 , 注 意 到 RAA ERTH, E REER 
加 变换 ,抛物 或 双 曲 变换 ,是 万 有 覆盖 变换 群 ， 它 只 能 由 镍 物 与 
双 曲 变换 组 成 ,我 们 仅 有 下 列 情况 : 

R 是 椭圆 变换 , T 一 {1}。 因 此 也 共 形 等 价 于 妨 ， 由 于 名 的 
非 间断 性 , RACIST IME, BNR CSS aE: 

R 是 抛物 变换 , 则 了 由 具有 公共 不 动 点 的 抛物 变换 组 成 。 根 
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RT OAH. TET RE RMR BMH, DL 
等 价 于 A/T —A*, R:D>D HERETER. _ 

R 是 双 曲 变换 ， T 是 由 具有 共同 不 动 点 的 双向 变换 组 成 ， 根 
据 了 的 离散 性 ，T 是 由 一 个 双 昌 变换 生成 的 无 限 循 环 群 。 九 共 形 
等 价 于 A/T = A(r,1), RD >D 共 形 共 轿 于 无 理 旋 转 。 总 之 ， 
得 到 傅 况 c). SIEHE, ' 

引 理 1.2 如 果 R:D >D 是 覆盖 ,但 不 是 共 形 自 映 照 , 则 仅 
有 下 列 情况 之 一 成 立 : . 

d) DEBSHT A* =A 一 {0}, REBRGFIRIR s> 
*, 为 下 整数 

ce) 存在 Riemann 曲面 Do, HERA =: D ~> Do, E1 
ToD —> Do Bm BRERGIRA RD。 一 也 -， 使 得 万- E 
为 男 一 Riemann Bn SE T» Ra 是 覆盖 变换 ， 而 及 是 R” 
E DREF. 

证 明 假如 DD 是 初等 Riemann a KM, DEBSHT 
A,A* 或 圆 环 ACr,1), 

| DRESITA. BI, ACA 是 共 形 映 得 ,而 与 假设 
FA. 
DP 不 共 形 等 价 于 ACr ,1)。 否 则 ,可 以 证 明 R:AlCr,1) > ACr, 
DERE z ce*x， 这 是 共 形 映 腿 ,而 与 假设 矛盾 . 

当 吃 共 形 等 价 于 A* 一 A 一 {0} 时， R:A* > A* 可 开拓 到 
OAMRAD REE, OF DEA, RUHR z e", RH 
现 情况 d). 

当 吃 是非 初等 Riemann hmt iDEA r: Am 
D, 万 有 和 覆盖 变换 群 汶 T。 提升 R: A 一 A X AA, 则 由 
假设 R 是 入 的 非 欧 变换 , 且 有 TCH TŘ, REAMH VAeEr, 
存在 BCT, 使 得 RoA— BOR, Ait, A= Ro BRE RR, 
于 是 ,我 们 得 到 群 序列 ， 

rCRTRC---cR-rTRc--- 
HTT ERE SHARES, BUSES 群 , 序列 中 的 
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群 RTE 是 非 交 换 群 且 不 包含 条 圆 变换 ， 根 据 群 的 离 获 件 的 
Nielson 定理 ，T。 一 |) ROT ERRE, Ait, 可 以 定义 
Riemann HH. "= 
| Da =A/T, (= {Tazi E A}, 
其 中 Tws 一 {4z: A ETa) 是 = 在 Tu UR, TEBE De 
的 一 个 点 。 定义 自然 投影 rA 一 D。， 使 得 “上 -> Ts， 于 是 
心 :A —> Da BRR. HT DERBSOF AJT， 我 们 可 诱导 ra: 
D >De (T, Tot, GARR =: 了 >De 由 于 有 
ETR =T, l 
可 以 定义 共 形 映照 Roi Do > Do. 使 Toz >I Re), Ro 对 
a, 在 和 的 提升 为 R, 对 x. 在 如 的 握 升 为 R:D >D, ME 
共 形 映照 Ra。:D。 一 也 。 应 用 引 理 1.1, 注 意 到 只 有 其 中 的 情况 a) 
出 现 ,因而 存在 Riemann 曲面 DL RMR xu: Ds。 一 Ds, 使 得 
‘Ret Do > Da 是 覆盖 vi: Da >De HEBER, KBE 
e)。 引 理 得 证 。 ` 


$2. MH Riemann fiK ARÉ 
动力 学 性 质 


ED) MH BW Riemann HM, R: D>D 为 解析 映 腿 ， 
RATT MAR RD >D, 且 可 以 定义 周期 点 Ra) 一 tas 
z 称 为 吸 性 ( 超 吸 性 ?的 ,如 果 (RYG) <1, 注意 , 这 里 的 特 
TEH (RYC) 与 mm 邻 域内 的 局 部 参数 的 选取 无 关 。 这 一 节 我 
” 们 主 变 证 明 下 面 的 定理 : 

. 定理 2.1 i DAM Riemann fh, R:D->D 为 解析 
映照 , 则 仅 有 下 烈 情况 之 一 成 立 : 
© D REDABT ©, 即 对 WYz D, 4 so kt, R”) 一 

， 这 就 是 说 ， 对 任意 紧 集 KCD, FEN, 使 得 当 # 之 N 时 ， 

pein €D—K, 
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”2) RAE — OUR GR HE RBH AL ce D, 使 得 Re) = a, 
|R'Ca)| < 1, HX Vee D, 4 nawo} R (a) a, ; 

3) 品 共 形 等 价 于 单位 贺 A,A" 一 A 一 {0} RER AC, Ya 
对 应 地 卫 共 形 共 罗 于 O, A* RER AC, 1) 的 无 理 旋转 《> 
ewir, o ERER. 

4) R 是 有 限 阶 的 , 即 存 在 a 使 得 Re Id, 

证 明 报 据 $1 中 Schwarz 引 理 , 仅 出 现 情况 : Gi) R 严 格 碱 
小 力 的 双 曲 度量 ， Gi) RR 保持 也 的 双 曲 度量 ,而 这 时 R:D 一 了 
是 覆盖 ， 

在 情况 Gi) F, 则 仅 出 现 引 理 1.1 及 引 理 1.2 中 的 情况 y- 

e)， 引 理 1.1 中 前 c) 即 定理 中 的 3); 引 理 1.1 中 的 b) 邯 定 理 中 
的 4). 
.在 引 理 11 中 a) 及 引 理 1.2 he) WHET, R: D >D 是 
BH RES- MAKA R。:D。 一 了。 EDN, AER 
H, VCD, RG) EDARARRA, Ain n-o if, 
R*(x) > co， 这 就 是 定理 中 的 1)。 另外 ， 在 引 理 1.2 中 d) 情况 
下 也 共 形 等 价 于 4A*, RRB tit, TERE, KEE 
于 定理 中 的 1)。 

现在 讨论 《iD RD >D 严格 三 小 双 曲 度量 的 情况 .对 as 

mE€D,x, 与 x, 的 双 曲 距离 记 为 dakxrtz)， 则 这 村 有 
dul RC a), RC2:)) < dy(%,,22), 

我 们 也 分 两 种 情况 讨论 之 ,其 一 ,对 Vee D, Re) > o0, 此 即 为 

引 理 中 的 1), 

其 二 是 ， 存 在 ED 及 子 序列 R", 使 得 当 2; 00 时 ， 
R(2,) >a, o€D, 首先 我 们 要 证 明 a 是 不 动 点 , Ra) = a, H 
AIRO <1, 这 是 由 于 在 以 = 为 心 的 充分 大 的 双 图 内 F 在 
0 一 K < 1， 使 得 对 这 圆 内 任意 两 点 #1;#， 有 

-dy(R(2,),R(2,)) & Kdplz.5%2)> 
办 而 得 到 
dal R"! (a), R" a4)) < Kadal RC 20), RF ‘(20)) 
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Coeg K"idy( RC), 40). 
入 此 , 当 a; h ROSS 
da(R(e),a) = 0, R(a) =a, 
Fh, AF RI) E, AEA RCo) | 一 1, 且 不 动 点 
“是 唯一 的 ,同时 ,这 也 说 明 对 R AYE ATIC OY Re EB ie Ge 
于 不 动 点 且 是 aw。 因此 , 当 n 一 oo 时 , R"(3) -一 ca。 
最 后 , 我 们 要 证 明 ， 对 Vee D, 24 2-200 时 ， R(x) a, 
事实 上 ,从 上 面 的 K<1, 我 们 有 
dy R"(#),0) 一 du(R"(2), R"(a)) 
E Kdy R Ce), Rapa Kd,(z,0), 
因而 #* 一 0 时 ，R"(w) 一 we。 这 就 得 到 定理 中 的 2)， 定 理 全 部 得 
证 l 


S3. Re) aD 情况 下 的 动力 学 性 质 


这 一 节 中 ,我 们 假定 DCC, MDE MHA AR, Tee 
讨论 定理 2.1 的 情况 1)。 假设 对 Ys ED，R*(x) -> 0, ji Bi 
R») >= OD, | i 

根据 假设 DD 是 平面 双 曲 型 域 ，8D 一 定 多 于 两 点 ，DD 有 一 个 


双 曲 度量 , 记 之 为 p(s)1dz|。C 的 球面 度量 - ean 限制 在 D 
内 ,得 到 的 球面 度量 , 记 之 为 4(s) 1dz|， 这 时 ,我 们 有 下 面 的 结 
论 : _ 
引 理 3.1 4 z 6D 时 ， 
JORN 
Cs} 
证 明 GHAR, WEED AIT x， -ok 8D， 使 得 对 
WK, & 
TETY 
Kay = 
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ih CHER BRERA 6, ee 6D， 经 分 式 线性 变换 后 ,不 妨 
投 (a,b,c) = (0,1,0), Ù 1i(m|de| 为 Ê — {0,1,00} 的 双 
HEE , 则 根据 [A2] 有 lala) & plz), 及 当 * 一 4 时 ,有 
plz) a = 0 (一 上 一 一 ). 
1 | (a ) 
At, 4 z, > 0(=a) 时 ， 
u(x) 
iG, 7” 
从 而 得 到 矛盾 , 引 理 得 证 ， | 
引 理 3.2 设 L,CD 为 一 序列 可 求 长 的 张 ，L。 司 9D， 即 
HEME K, 当 4 充分 大 时 ， 工 6 了 一， 再 设 L, ENHE 
量 下 的 长 度 LL.) ER, WH * 一 oo 时 ， 世 。 在 球面 度量 下 的 
KE LCL.) 一 0， 
证 明 根据 引 理 3.1, REA, 4 nokt, 


Lib) = |, Alde = f, 2 pb) dsl 0, 


假设 zsa E D 在 球面 度量 下 的 距离 为 421, za)» 作为 引 理 
3.2 的 直接 推论 RMA: 

引 理 3.3 设 R:D>D 为 解析 映照 ，R* (2) > aD, 则 对 
Vz,,2;€D, 4 2—>ootht, 

dsC RAE), R*(z,))-> 0. 

证 明 RLADAHRzASAN RAR ARM, Li 
R*(L,), AY &* 在 Li ABATE, EA We € Ly, Rae 
6D。 因 此， 容易 证 明 上 ,一 6D; Ab, HT RID D RIRH RE 
E, LCL.) < Lall). 现在 ,应 用 引 理 3.2 便 得 到 # 一 22 时 ， 

dR Ca), R"(2)) LL) > 0, 

引 理 得 证 ， 

OD 的 附加 假设 : R:D—> D WHA R:DUID-+ DUAD, 
HERR MRED 上 的 连续 点 集 与 OD 的 非 退 化 连通 分 
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六 之 交 休 是 不 可 娄 信 另外 , RE OD 上 的 不 动 点 最 多 有 可 数 多 


2 ” 当 R 是 有 理 函 数 ,或 整 哆 数 ， 号 2 是 不 变 稳定 城 时 ， 5D 的 
附加 假设 是 成 立 的 。 

引 理 3.4 假设 R:D -> DD 为 解析 映照 ,对 Ve, R” (2) + ôD, 
并 且 满足 OD 的 附加 假设 。 则 存在 z。€ 0D, E VzED, 
not, RG) to, KOE DARM—S; MB wR RIF 
拓 后 在 =。 连续 , 则 RCz。) 一 20, Bl z。 BABA, 

证 明 首先 证 明 =, ARIK, MRE ze 连续 ， 且 存在 
Zo ED, BATE RIC) 一 22, WHA Rta) 一 tay KF 
实 上 ,由 引 理 3.3, 我 们 有 

© AKR aa), Rei(z0)) + dR), ta) = 0, 
由 此 得 到 R Eo) = gos 
现在 证 明 引 理 结论 的 前 一 部 分 ， 给 定 xz,& D， 作 连接 zx 到 


O RO) 的 逐 段 解析 弧 Lo $ L(z,) 一 U R"(L,), 则 曲线 LCz) 


对 RRE, RCL(s)CLCss)， 由 假设 R*(zo) 一 8D， 而 且 
RL.) 一 DD， 首 先 我 们 断言 : RC) HERBAS CCD 是 
连通 闭 集 ， 假 若 不 然 ，C 可 分 解 为 两 个 闭 子 集 之 和 。 且 这 两 个 闭 
子 集 分 别 包含 于 两 个 互 不 相交 的 开 集 之 内 。 这 时 , 必 存 在 点 列 
tj ERa), ER *w 在 这 两 个 开 集 之 外 部 。 根 据 引 理 3.2， 我 
们 有 
l dzep R GEDDE- L,CRiCL,)) > 0. 

因而 zw 与 Ri(xs》 有 相同 的 极限 在 C 内 ,与 zu 的 取 法 矛盾 ， 

根据 前 面 所 证 ，C 的 点 如 果 是 玉 的 连续 点 ， 则 同时 也 是 不 当 
点 ;而 按照 OD 的 附加 假设 ,如 果 C 不 退化 为 一 点 , 则 尺 在 C 的 过 
续 点 是 不 可 数 的 ,因而 有 不 可 数 多 个 不 动 点 ,这 就 得 到 矛 慎 。 因 此 
C 仅 由 一 点 to 组 成 ， x。 是 Ro 的 不 动 点 。 

最 后 ,还 朗 证 明 , 对 VzED, 4 nott, Ra) 一 x。， 这 
是 因为 由 引 理 3.3。 当 ?一 co 时 dR (a), R"e) > 0， 因 而 
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4,(R"(2) 5%.) SE dg(R*(2),R*(2q)). 十 ds(R*( 2p) sa) 一 0。 
此 外 ,根据 R” 在 妃 内 的 正规 性 ,收敛 显然 是 局 部 一 致 的 引 理 全 
部 得 证 ， 

引 理 35 设 fi :DD 为 解析 映照 ， DCE eH BR, 存 
在 ce OD, PB Wee D, Pl) — a, n>, Bik tea 
BARE, Ko =e, — f(a), 则 1 一 1 或 1 一 1. . 

证 明 经 过 分 式 线 任 变换 作 共 刘 后 ， 不 妨 假 设 “一 0， 和 首先 
排除 121 > 1， 因 为 这 时 0 是 斥 性 不 动 点 ;存在 充分 小 的 同 DC0? 
3)， 使 得 

D(0,8)Ci(DO04)), 

这 与 P(e) -> 0 EFA. AERE li1 一 1 或 151 一 1 我们 
只 要 证 明 当 |4! 一 1 时 ,4 一 1, 设 DC0,8) 充分 小 , f EDO, 
5) 内 单 叶 ， 设 KCD, OND HEARR, KKNK + ØM 


A= U fj"CK)CDC0,8)。 是 连通 开 集 , 即 是 一 个 域 ,到 定 me K, 


定义 了 4 上 的 函数 gf) =P /jzo)， 则 ge 在 4 内 单 叶 , 当 且 
仅 当 “= 一 mm 时 ，g(z) 一 1。 我们 要 证 明 {¢,,} 是 正规 族 。 首先 
由 于 在 4 一 {zj 内 els) 0,1,0, 根据 Montel ZH, g, 在 
A — {zo} 正规 ,进而 要 证 gs。 在 z 正规 。 EF Al D(z0,8), 
, 由 于 8。 在 Dle) 一 zo} EM, 一 定 存在 子 序列 ETE 使 得 
go; 在 8D(zo, 8) -HUATA RRA, BE Dnd) A, 
Baia) #0, RRARRR DRE 8D(2,,8) 上 达到 ,因此 Ba 在 
D(z0,8)】 一 致 月 界 或 一 致 趋 于 co ，8g。; 在 Dent) 正规 ， 因 而 g, 
在 Dle) EA 

现在 ， 取 一 子 序列 2, 在 4 局 部 一 致 收敛 于 函数 G(x)， 由 
zw 在 4 单 叶 , 则 Go) 是 常数 GC.) 一 1 或 是 单 叶 函 数 ， 而 对 
VA>l, 我 们 有 


ETOS 一 aS >G), mj 7 00, 


但 由 于 no 时 ， jon ~ AGa), 因此 有 UG > 
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UG 2), REAR BRAK, 

GU) = LtG(x)， 因 而 有 

GFR a) = MtG(zo) ak, R= 1,2,.- 

: Ga) 1 He k=l, Me 2-1, 

当 GU) ERHAN, k= 1,2,---) 在 包含 于 GCA) 
内 的 单位 回 周 了 上，G-《8) 包含 于 4 内 部 , 但 是 MeB， 而 
Ga") = (zo) -> 0€ 864， 这 就 得 到 矛盾 ， 说 明 CG) KEM 
叶 函 数 ,因此 只 有 7 一 1， 引 理 得 证 . 

附注 “这 一 引 理 可 由 Fatou 花 辩 定理 直接 推出 ,作为 练习 读 
HWS MES, 

如 果 尺 是 有 理 函 数 ， 了 是 不 变 稳定 域 ，R(D) =D, MAR 
Yae D, Rs) -ae OD, MSH 3.4 及 引 理 3.5 条 件 满足 。 因 
而 “是 中 性 不 动 点 ,而 且 特 征 值 4 R (0) = 1, DD 是 抛物 不 变 稳 
JEM. 


$ 4 有 理 函数 动力 系统 的 不 变 稳定 域 的 分 类 


在 此 节 之 后 ,我 们 讨论 有 理 函 数 R:C — ÔÊ, 4 一 deg(R) > 2， 
设 D 是 稳定 域 ,D 对 RK 不 变 , 凤 ROD) 一 D， 我 们 已 经 知道 , 这 时 
DD 称 为 不 变 稳定 域 或 不 变 域 ，D 是 双 曲 型 平面 域 ， 考 卢 解析 映照 
RR: D -> D， 则 很 据 前 面 几 节 的 结论 ,我 们 有 下 面 的 分 类 定理 : 
”定理 41 设 R: D>D HABER, DARRBER, MD 
仅 为 下 列 五 种 类 型 之 一 : 

1. 吸 性 域 ， 存 在 唯一 的 吸 性 不 动 点 eE D, Ra) =a, 0 < 
lal < 1, 4 一 RCo), 对 Vee D, H n—oo Ih}, R") >a H 
由 化 在 DD 内 局 部 一 致 . 

“2. 超 豚 性 域 。 存 在 唯一 的 超 吸 性 不 动 点 ce D, Ra) 一 as 

1 一 Ra) 一 0, 对 Yre D, 4 noh, RA a, Hide 
在 了 次 局 部 一 致 

3. 拍 物 型 域 。 存 在 唯一 中 性 不 动 点 w€ 6D, R(a)— a, 
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一 Rie) 1, SH Vee D, 4 nok}, R's) -> ac， Bie 
在 也 内 局 部 一 致 
4. Siegel iN, DRES ITAN 4, REBRET EER 
转 gei, 6 是 无 理 数 ， 始 有 交换 图 表 : ` 


p | | ， 
Am 这 | 
其 中 wp:D 一 A 是 共 形 映照 ，a 一 orK0)e 是 无 理 中 性 不 动 
点 , 称 为 Siegel M, 

5, Herman BR, DEBSHH © 

O AG, D= der Or < [sf <1}, 

REBRGTRBER, Choe, OREM, MA RRA 
R: 


D -一 一 ~ D 
P e, 
ACr 3) map Alr ,1) 


其 中 oD 一 A 是 共 形 映照 
. 证 明 可 以 看 出 ,这 五 类 域 可 由 $ 2 中 定理 2.1 直接 得 到 。 

定理 2.1 中 1) 及 $3 的 引 理 说 明 , DAMIR; 定理 2.1 中 
的 2) 说明 DD 是 级 性 或 超 吸 性 域 ;定理 2.1 中 的 3) DAD Je Siegel 
ER Herman K, ERRA DD 共 形 等 价 于 A* 一 A 一 {0}, RE 
EFI SOMA EM SERN EN ODCICR) 
有 一 点 对 应 于 O 点 , 且 是 孤立 边界 点 ， 而 1R) 没有 孤立 点 。 这 
就 得 到 项 盾 ; 

定理 2.1 中 4) 也 不 会 出 现 ， 因 为 这 时 丸 是 有 限 阶 的 ,存在 n 
使 得 在 DD 内 R*= 1/4， 因而 在 C 上 说 有 R* 一 id, KES 

degCR’) = d* > 2" 

相 矛 盾 。 总 之 ,定理 得 证 ， 

议 在 讨论 五 类 曲 型 域 的 进一步 性 质 。 
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首先 ,回忆 一 下 大 轨道 的 定义 ,> 的 大 轨道 是 - TERR, 记 
为 Oe), . 

Ola) = {re Cram, n > 0, ,使得 Re) =R" 00} 我 们 定 
AGARRA, 2~ y， 当 且 仅 当 存 在 m，# 守 0， 使 得 RAC) 一 
R"(y)， 因此 OG) RR OST. 我 们 有 定理 4.1 的 补充 续 
论 ; . tes 

1 BHEIR D, Dt = D— Ol) 包含 有 尽 的 临界 点 。 RCH. 
RRA, OCC) 一 y O(c), MI D? — D*— OCC) 的 大 


轨道 空间 D#/ ~ = {O(e) a E. Dt} FST Wied TRA RS 1 
个 点 ,万 是 D* 内 的 临界 类 轨道 个 数 ， 
这 一 性 质 可 根据 定理 1,4,3 及 其 后 的 附注 得 出 。 

2. 抛物 型 域 DP。 也 含有 尺 的 临界 点 ，D* 一 D 一 OCC》 的 大 
轨道 空间 D2/ ~ 一 {0 (x):Z E DY) 共 形 等 价 于 球面 Ô 除去 天 十 
“2 个 后 ; 蕊 是 口内 的 临界 大 轨道 个 数 . 

这 一 性 质 可 由 定理 1 及 其 证 明 方 法 中 得 出 ， 

it ih, ARE R Se, 人 们 称 之 为 Fatou R, 而 
Siegel 圆 与 Hermann 环 称 之 为 旋转 域 。 

从 定理 中 的 交换 图 表 可 看 出 ，Siegel DE MH ER, 

Herman 环 DD 是 2 连通 的 环形 域 . 

当 D 是 旋转 域 时 ,R:D 一 DD 是 共 形 映照 ,对 Vee D, OG) 

与 OT() 是 同一 条 解析 闭 曲 线 , 共 形 等 价 于 加 局 1151 — scam 
A(r,1), . 
设 Ot(C) = Y O+(c)， 其 中 C 是 的 临界 点 集 。 


定理 4.2 RDO DATERER Fifa, ap 
aDc OFC), 

这 个 定理 的 证 明 要 用 到 关于 尽 的 反 函 数 单 值 分 支 的 一 个 重要 
引 理 ， 

设 UCC 为 单 连通 域 ,UN OC) 一 他。 对 Va>0, 根 
据 CC OBER, R U) 的 分 支 是 单 连 通 的 , 且 R”: 
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RU) 一 U BRERA, RUA d" 个 单 值 分 支 都 
WZ Lol, 把 U 共 形 映 照 到 RU) 的 -- 个 分 支 ，{1。} 称 为 
RR 在 辟 的 反 向 迭代 或 反 聊 数 序列 。 ' 

B341 UH AER, UNR) p, UNOC 
O, WEEE VARA {1} EUER, LEAR 
数 收 敏 的 子 序 列 1 KAF ICR) 的 一 个 点 ， 

证 明 首先 ,证 {1.} 的 正规 性 , 取 斥 性 周期 点 oo U 站 JCR), 
由 于 a, 不 是 例外 点 ,存在 c: a, ad acu, %43 

R(@) 一 Rg) = as . 
则 在 U —Ot(a) A, Ba>2zitt, LC) = ays a az 根据 
Montel 正规 性 定理 ，{1,} 在 U—O*(a) ER, 同 法 取 另 外 一 
个 斥 性 膨 期 点 BE UNJCR)。 使 得 OFC) NO (a) = OS, Bl 
{1,} Æ UOH) ER, Az, {1,} 在 
U = (U — O*(4)) U U — Os)) 
Em, | 
现在 设 1。 ALVARO. 由 于 Ju 是 
单 叶 函 数 , 则 w 局 部 一 致 收 化 于 常数 , 即 为 一 个 点 在 LR》 上 ; 
或 者 1,; 局 部 一 致 收敛 于 一 个 单 叶 函数 ITKs). WE aE UNIR), 
则 P= MAEMRINIWU)., MEANE DG, ACI), 设 
U, 为 一 Jordan 域 。 使 得 (UD 一 DS, 2). 由 于 局 部 一 致 收 
RHE NSO, fF nj SN 时 ,有 
l7,,¢2) — Te) | < 8/2, VzEU. 
因此 ,对 Yz€ OU,, ERA 8 一 Ce), 有 
[isn — Bl & 1) — Bl — [1,,6¢) — 1G) | 
= ô — 8/2 = 46/2, 
Ab, H s SN b, DCA, 8/2)C1,(U,), Ai, RCDE, 
8/2))CU,. 但 是 ， 根据 第 一 章 定理 83,7 EM > 0, 使 得 当 
a 2 N, 时 ， 
ICR) 一 RCB DNI). : 
因而 ， 我 们 有 JCR)CUs， 由 于 IKU) 一 DG, @), 58 esd 
= 928 


时 , U 也 充分 小 , 因此 SRCU, DRA -AA Kany 
EB. Wit 1G) RUPERREK, Ia) 四 PE ICR). SIR 
iE, ` 
定理 4.2 的 证 明 ”我 们 要 证 明 旋转 域 也 的 边界 ODC), 
反 证 之 ,假若 不 然 , 则 在 一 点 Z£ oD, z,¢O7(C), 这 时 ,存在 Zg 
的 单 连通 邻 域 U0, 使 得 UNOC- p. MERIA 4.1, R* 
在 上 的 反 函 数 序列 {1,} 在 了 正规 , 且 任 何 局 部 一 致 收敛 子 序列 ， 
EUKAT- AE JR) 上 。 但 是 ， 对 给 定 的 ze DNU, RN 
总 可 以 选取 单 值 分 支 Lp 使 得 Ge) 在 OGD CD 内 ,而 对 于 
这 样 选取 的 单 值 分 支 u AAR U BAT ICR) 上 一 
点 ， 这 一 矛盾 表明 ，B9DC OC)。 定理 4.2 得 证 。 

一 个 重要 而 未 解决 的 问题 是 : 旋转 域 的 边界 是 否 洁 有 尽 的 临 
RR, |. 7 


5. 有理 函数 动力 系统 周期 稳定 域 的 
Sullivan 分 类 


设 DD 为 有 理 函 数 尺 的 局 期 为 上 的 周期 稳定 域 ， 对 应 的 周期 
循环 域 为 . 

{DyD, = RUD») s* Dya ™ Rr (DD.)}, Re(Do) = D, ， 
WDE R 的 不 变 域 ,对 Rr: Du -> D, 应 用 不 变 域 的 分 类 定理 
4.1 及 $4 中 其 它 结论 ， 立刻 得 到 下 面 关于 有 理 函 数 周 期 稳定 域 的 
Sullivan FAEM: 

定理 5.1 ”有理 函数 R: CoC 的 周期 稳定 域 p ROTA 
”五 种 类 型 之 一 : 

1 RER, 存在 唯一 的 周期 为 ?的 吸 性 周期 点 zE Do A 
期 循环 

Oa) 一 (aa 一 RC) otpa Re (zo0)} 
及 吸 性 周期 循环 域 : 
{De Di: . Dpt? 
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对 Vee Dy, 4 nokt, R (a) WT {22t tpat Deo 
AA RHF BHR KAA H 
(Da — OC %))} UOCC))/~ = {OCs):z € D, — oy UOCC)} 
共 形 等 价 于 环 面 除去 万 之 1 TA, 
2. REM, 存在 叭 的 局 期 为 2 OR A. zé Dar 
O* (a0) 一 {zoz tapa) RARE RER | 


{D,,D,,-- “ Doa} 多 


对 re Des s > colt, R*(z) KEF {zsz tapihe oin 
3. HAR, 存在 唯一 的 周期 为 ? 的 有 理 中 性 周期 
za E ODy,O*( a5) 一 Leos tis: “si 及 周期 循环 域 ， {DoD- 
D,}, Pr BR Ps CRY Ce) 一 1。 对 YzEé Dy 当 # 一 00 时 ， 
R*(z) WAF {zzo Tae D, ZAR 的 临界 轨道 的 点 ， 大 
轨道 空间 
(D, — O(C))/~ = {O(n):s€ D, — OCC)) 


共 形 等 价 于 除去 十 2 个 点 的 球面 Ê. 

4. Siegel A, FEAR PRAM Raed. 局 期 为 2， 
Olz) 一 {zo zott s% RARR {Do Di’ D ib ž 
O<jap—i ht, RD 一 Di; 是 共 形 映照 ，D。 共 形 等 价 于 单 
位 贺 A，R*:D, 一 D, ERAT AMAR Ct hl, OE 
无 理 数 ,区 有 交换 图 表 : 


其 中 w:D 一 A 是 共 形 映照 ; p(w) 0, 而 且 2DE OES, 
5. Herman 3, Dy 共 形 等 价 于 回环 ACr，1)，R#:D ~ Di 
SEIT A(r,1) 的 无 理 旋转 ， 
Lim eM, 0 是 无 理 数 , 即 有 下 列 交换 图 表 ; 
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p—+p 

多 9 o, 
A(r,1) nate? A(r,1) 
对 周期 为 ? 的 循环 域 {D,,D,,…- Duk, BORIS ?一 1 时 ， 
有 异 ;D, > D; 是 共 形 映照 , 且 8Duc OFC), 

附注 ”对 于 有 理 函 数 R, Siegel 点 一 定 对 应 Siegel HL 但 
是 ，Herman 环 则 是 70 年 代 M. Herman 发 现 的 。 要 构造 有 理 
函数 具有 Herman 环 的 例子 是 一 个 比较 困难 的 问题 。 典型 的 例 
fH: 对 于 有 理 函 数 


R(x) -= (=. 


1 一 az 

适当 选取 参数 5 a, 则 Re) 有 包含 单位 圆 周 的 Herman 环 . 
. 更 多 些 的 例子 可 从 [He2] 中 找到 . 

Herman 环 被 发 现 之 后 ， 人 们 已 经 知道 有 五 类 周期 循环 移 定 
域 。 
_ Sullivan“! 证 有 明了 定理 4.1， 说 明 仅 有 这 五 类 域 ， 结合 
Sullivan 终于 周期 性 定理 。 这 就 表明 ， 有 理 阴 煞 动力 系统 的 稳定 
域 是 终于 周期 圳 ,而 终于 的 局 期 域 仅 为 五 类 域 之 一 

”另外 ，Sullivan 还 证 明了 有 理 函 数 的 稳定 域 周期 循环 的 个 数 
<8d—1), 并 提出 了 个 数 志 2(4 一 1) 的 疝 题 ，1987 年 ， 
Shischikura®™ 应 用 拟 共 形 外 科 手 术 (Quasiconformal Surgery) 
.解决 了 Sullivan. (AB, 证 明了 有 理 函 数 稳定 域 周 期 第 环 的 个 数 
& 2(d — 1), FEF EE AGES TB < 2d 一 D. 


$6. Sullivan 分 类 定理 的 一 些 应 用 例 于 


”sullivan 分 类 定理 是 有 理 函数 动力 系统 的 基本 号 理 ， 作 为 应 
用 的 例子 ,我 们 证 明 下 面 一 些 定理 . i 
O A6 如 果 有 再 函数 尺 的 临界 点 都 是 预 周期 的 ， 则 
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itr) = 6, 

证 明 ”我们 楼 证 Fate $ F(R) 没有 守 种 革 开 的 向 期 
域 。 由 假设 知 丸 的 临界 轨道 OC) 仅 有 有 限 多 个 点 ， 且 临界 点 
不 是 周期 点 ,因此 FCR》 中 没有 吸 人性 域 与 抛物 型 域 ， 因 为 这 类 域 
含有 OCC) 的 无 穷 多 个 点 ,而 且 也 没有 超 吸 性 域 ,因为 这 种 域 包 
含有 一 个 临界 周期 点 。 另外， 旋转 域 的 边界 包含 于 临界 轨道 的 闭 
包 ，F(R) 不 能 有 旋转 域 ， 如 果 F(R) GD, W FRO 必 有 这 
五 类 域 之 一 ,因此 F(R) 一 oO, R= 个， 定理 得 证 。- 

根据 这 一 定理 ， SAB, AABK 

R(x) 一 GD 


满足 定理 的 条 件 ，7CR) =Ê, IRET IR) -Ê 的 例子 。 
.作为 特殊 的 有 理 函 数 ， 我 们 现在 考虑 ¢>2 的 多 项 式 pls) 
的 情况 ， 这 时 ,co 是 不 动 点 且 是 4 级 临界 点 , 设 Ao) HARA 
域 , 则 4(oo)CR(p) 是 完全 不 变 域 ， 我 们 已 经 知道 (第 一 音 定 理 
9.2)，Julia # Jp) = OACOY, 
定理 6.2 ”对 于 多 项 式 pa), 人、 如果 PJ BIRT Boo FB 
是 预 局 期 的 , 则 J(p) UAC) 一 
W REEERE, T HOEN, 除 完全 不 变 域 4(oo) 
外 再 没有 其 它 周 期 稳定 域 。 由 此 使 得 到 J(p)U Alo) = Ô, 定 
理 得 证 。 
作为 习题 ,可 以 证 明 : pCa) IR ARO, RM 去 4 一 1， 
即 多 项 式 的 有 穷 临 界 点 个 数 和 4 一 1， 
根据 这 一 估计 式 , 在 Shishikura 的 结果 之 前 ， Douady 证 
AY: 多 项 式 p(x) 的 有 穷 非 斥 性 点 的 周期 循环 的 个 数 <<d 1, 
而 有 界 稳定 域 周 期 循环 的 个 数 之 4 一 1。 他 用 的 是 类 多 项 式 
(polynornial-like》 的 方 社 ， 
例子 ，p(z) 一 s+ i 满足 定理 6.2 的 条 件 ,从 而 
JU AC) — © 
定理 6.3 RRYABRR, WR ICN OO 一 g, W 
=» J6 « 


F(R) 关 务 ， 县 仅 包 含有 吸 性 域 或 超 吸 性 域 。 
”证明 ”由 假设 知 R 的 临界 轨道 集 的 闲 包 OFCCJCRF(R)。 因 
ib, FCR) 不 能 有 旋转 域 。 另外 , F(R) 也 不 可 能 有 抛物 型 城 ， 
ANWR RSA EREATARA, 而 边界 包含 于 Julia 
ICR), Ast, F(R) RARER RR, ERA, 

在 CR)N OC) = p REF, 我 们 还 有 下 面 的 定理 说明 
JCR) 的 扩展 性 。 

”定理 6.4 如 果 J(R)N OTC) 一 g, 则 对 给 定 的 - K>1, 
总 存在 N> 0, 使 得 当 n>N 时 ,对 Vee JCR), 都 有 

\(R*Y O| >K, 

TA AREKEA, 不 妨 假 定 J(R) 是 有 界 集 。 我 
们 可 以 用 有 限 多 个 中 心 在 JOR) 上 的 充分 小 的 加 Di 覆盖 ICR), 
使 得 DN OCC) 一 和。 在 每 个 D 内 ,我 们 可 以 定义 反 函 数 序列 
{1, 一 R}. 根据 引 理 4.1，{1, 一 R} 在 DD; 内 正规 , 且 任 何 收 
CEPA LL, 局 部 一 致 收 伍 于 常数 ce JCR), 因而 1,6) 二 
(RYC) BRIA 0, dE (ROY 一 L@E 
D, ARM— BUCK 0. FRE N, > 0, 使 得 当 o> Ni 时 ， 
对 Vee D, & RYO < x 取 N=max{N,}, 则 当 # >N 
It 对 Yse JCR)C LU Di MAIR YW! > 2, Allis 
Ve JCR) A 

ICR*)' (2) | >K. 

TERE. 

附注 “满足 引 理 6.4 AVATAR RO 称 为 扩展 的 ,其 JCR》 
具有 扩展 性 ，D， Sullivan 证 明了 : WP RMR, M 
BE mes(J(R)) 一 0; M, Yu. Lyubich'’) 证 明了 : 如 果 有 理沙 
数 的 临界 点 在 Fatou 域内 ， BT A PREGA PU He eR A 
上 ， Ki] mes R) =ù, 

一 般 情况 下 ，JCR) 的 测度 是 否 为 0 的 问题 至 今 未 被 解决 。 


s 77 9 


we Sea RR 


多 项 式 是 特殊 的 有 再 函 数 ， 因 而 具有 许多 特殊 的 动力 系统 性 
质 ， 本 章 的 第 1,2 节 讨 论 多 项 式 稳定 域 的 一 些 特 性 ; 第 3 节 介绍 
符号 动力 系统 ; 作为 应 用 ， 第 4 节 描 述 多 项 式 在 其 完全 不 连通 的 
Julia 集 上 的 作用 ， 


SL 多 项 式 动力 系统 的 一 些 一 般 性 质 


我 们 恒 设 pla) 为 4 之 2 次 多 项 式 ， 我 们 知道 plo)— oo, 
poo) 一 {00}，co 是 超 吸 性 不 动 点 ,在 在 超 吸 性 不 变 域 Ao), 
Ao) WEATER, OA) 一 Jo), 

Alo) = {2 € Ô; p) -> co}, 
PO 的 稳定 域 除 4(co) 外 都 是 有 界 稳定 域 . 
定理 1.1 p(x) 的 稳定 域 不 能 是 Herman 环 。 

证 明 我 们 主要 应 用 最 大 模 原 理 , 假设 存在 一 个 Herman 环 
Dy, 及 周期 为 ? 的 稳定 域 循环 {DaD Da}: 则 p(s 在 D, 
KREG FAR A(r,1) 上 的 无 理 旋转 ， 且 对 OS’ <p 
1, pt: Du-> D, EZERRE. Bx Jordan AHR L, 分离 D, 的 
两 个 边界 分 支 ,， 工 的 内 部 是 有 界 域 U, U 内 含有 Julia 集 JC) 
的 点 ,并 且 ev) 在 有 界 稳定 域 D 内 ,因此 ered) 一 致 有 
界 。 根据 最 大 模 原理 , 定义 于 了 的 全 纯 函 数 族 (pe) Huw 
BR, TÆ, {ere} UAE, UCF(p) ,这 便 与 U 内 有 ICR) 
WAFA. PR) 不 能 有 Herman 环 。 引 理 得 证 。 

对 于 pz ， 设 有 穷 临界 点 集 为 C' 一 C 一 {co}。 则 我 们 已 
知道 C 中 有 <d—1 NKR OTC) = Y O*(e’), 


a FT + 


O*(C") 决定 ple) 的 许多 动力 学 性 质 ,将 分 别 于 后 面 扩 节 讨 
论 。 


2. AC) NC = wg J(p) 的 连通 狂 


对 于 4 次 多 项 式 p( 习 ，co 是 超 豚 性 不 动 点 ， 且 是 二 级 临界 
A, 根据 第 一 章 定理 4.4， 在 直接 超 吸 性 域 (co) 内 存在 co 的 全 
起 D, 且 存在 闪 形 映照 0:0 一 人 一 D(0,r)， 使 得 有 交换 图 表 ; 


p 


U ——> U 


ĉ— (0,7) 


hm DOr 的 半径 r>l. 
定理 2.1 对 于 4 次 多 项 式 PG), FARES: 
1) ANC = A., 

2) pl A(co) RIG A De, 1) 的 外 部 的 映照 Che 
ef, 

. 3) AC) 是 单 连通 域 . 
-A Jp) HER, 

证 明 D= 3), 这 是 显然 的 ;因为 4(%) 共 形 等 从 于 一 
Do, 1). 

3)=> 4]， 根 据 平 面 单 连通 域 的 特征 性 质 ; 平面 域 是 单 连通 
的 , 当 且 仅 当 它 的 边界 是 连通 的 , 现 已 知 Ao) 是 单 连通 的 ;而 
J(p) = GAC), 因而 IR) 是 连通 的 。 

4)==>1), RNB, MR Alo)’ E D, MICRA 

是 连通 集 . . 

PRAT AMA, FEABRM p: :U >C — DQ,r); 
i>i, EEEUNP BREF popop: 一 DOr) > C— 
DOO yr) SK» of, 

映照 Et-> 5 把 一 D007) BRI C— DO, ri) iI A= 
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C= D0) 


pw (D0, rf) — DO, 7), 如果 AN PCC = p, N4,— 
Ay) EIR, BATA LE ERI p:0 一 一 DC0,7) 为 
ep: UUA, -C — DOr) r, = rri, 

使 得 开拓 后 的 映照 HARA (pop, mE UUA 内 ， 
PERRET C DOr) 内 的 映照 , cgi 同样 ， 如果 
ANAC) 9, 我 们 再 开拓 p, BEAN RZ EB B A, 

Aigsttt;:A—(N~1)) 都 与 COOR, PHHAKABRA 
| pU Uaa UA OE — DOr ry r 
P seme Ê 一 DC0,ry) KORR Ct, MZ ANN 
OYA D, An 有 MIME Awi = 区 4_w) 一 定 是 


具有 多 于 3 个 边界 分 支 的 多 连通 域 ， mevu(U Ai) Uda 


是 至 少 有 2 个 边界 分 支 的 多 连通 域 , 它 的 余 集 的 分 支 都 含有 JO) 

的 点 ，JCp) 是 不 连通 的 ， 
1) 一 > 2). 根据 4) 一 > 1) 的 证 明 过 程 , 当 ACO) NC'=@, 

对 VA. 都 有 ANC) 一 站 ， 因 此 中 可 无 限制 开拓 为 P: 
Alo) = vu(U A.,\ >Ê- DC0,1), p 在 AC) 内 共 


~ aa 


weer 6 一 D00,1) 的 映照 titi ERE. 

当 AONE 一 g. kh, JO) ERER TACCA) 
时 ，J(p》 是 完全 不 连通 集 ,这 时 P TARR SDA 
述 。 | 


$3. 符号 动力 系统 


定义 2 个 符号 0,1 组 成 的 序列 构成 的 空间 
Z= {s= Gin: Jig = O51}, 
s 中 的 元 素 是 0, Lene, 例如 :一 (00.…0.…) 或 
sæ (O101---) 等， 7 
一 般 地 , 由 地 个 符号 0， 1)2， n=l 组 成 的 序列 构成 的 空 


后 为 

Bo {to Can eose ejin m= 0,1. nn — 1}. 
现在 ,在 3。 中 定义 距离 ,使 5, 成 为 度量 空间 ; 然后 定义 移 
位 映照 来 讨论 它 的 动力 系统 ， 我 们 只 讨论 2, 的 情况 ，3。 可 类 
似 定义 . 

Mos, s€3,, s= Cass), Fo Gants ++), :与 + OBR 


定义 为 ds 四 一 Bilaal, 注意 到 1 一 sl 一 051， 这 无 


BBO, LAT di) < > <1, 


i dlani) 作为 度量 空间 x, RERE fom, BRE, dsr) 
20, dss) — 0, SHR 24S Viet, Bs yy BI sms, 
d(s 52) = d(tss), 另外 对 Veyt,r€3,, r— Cr Wits). 由 于 有 
inl Sinsal tisso WRBB= RSG 
drys) + dG), 2, ERE dO) 下 成 为 度量 空间 ， 下 面 的 引 
理 说 明 3 中 球形 邻 域 的 构造 . 


引 理 3.1 HE sy tE E, Ry ane, AERE] i- l, 
Zercs yn At, s= hn 
WER im 1,2,---5n Bt, 一声， 则 
< 一 D boils 5 


jut] ius y 
反之 ， 如 果 dea, 则 对 i— 1, Zac ty Bs 应 有 ti — his 
因为 下 出 存 在 lien, 使 得 |5 一 ;| =l, AM ds, 六 > 


六 > =， 从 而 得 到 矛盾 。 引 理 得 证 。 


根据 这 一 引 理 ， 如 果 "一 《ne Js RS, PRA 二 一 
Caisassa" = 54000 + 或 序列 s* = Cense “sallle: PRIA s 
即 d(s*s) +0, no, 这 是 一 个 很 有 趣 的 性 质 。 

引 理 3.2 2, 是 完全 不 连通 空间 。 


证 明 我 们 作 I, 到 [0,1] 的 Contor 集 天 的 映照, 从 而 根据 
天 的 完全 不 连通 性 得 出 n 的 完全 不 连通 性 ， 

对 Y= (sitst) E Zaz 定义 映照 f:2,7K, tE 

OD 
根据 天 的 点 的 表示 式 ， 由 于 2940, AEK. K) Æ X 上 
的 连续 函数 。 事 实 上 , 当 lz 一 了 < 去 时 ， 根据 引 理 3.1, 对 1< 
i<n@ aes Aim | 
BORTONE- È uzali, 


这 表明 f(s) 的 连续 性 ,很 据 Hs) 的 连续 性 及 KK 是 完全 不 连通 集 ， 
即 下 不 合 有 非 授 化 连续 统 ( 不 包含 多 于 1 点 的 连通 闭 集 )， 便 得 由 
2, 的 完全 不 连通 性 。3 引 理 得 证 ， 

现在 ， 定义 移 位 映照 T; £, —> Ers 

alanis) = Casset). ACHE 0:2, -> 3; 是 2 对 1 刁 
Mas 是 0 或 1， 移 位 后 都 对 应 同一 个 点 。 我 们 讨论 & 生成 
的 动力 系统 。 

.定理 3.1 移 位 映照 0:5; 一 3, PERRA, 

证明 对 (asst) TG) = Gass)» 给 定 @ > 0, 


ming bce, 3 一 1, WA diss) < 时 ， 根 据 引 理 3.1， 

对 1 所 i 所 4 十 1 有 一 54， 因而 再 根据 这 一 引 理 便 得 到 
KDD <b <e, 

这 就 表明 s 的 连续 性 .定理 得 证 . 


引 理 3.3 o:3,72, 具有 在 2 中 稠密 的 周期 点 集 。 
TA = 的 局 期 为 * 周期 点 ,一 定 是 循环 序列 ,具有 形式 
s= (ss 站 8 全 2 DF 
可 以 看 出 ， “的 " * 周 期 点 共有 z* 个 ， 同样 ， 我 们 可 以 定义 6 的 预 忆 


“ 期 点 及 其 表示 形式 。 现 在 证 明 ; o 的 周期 点 集 , 记 plc), 在 
2 hae, BATA fa pc) 一 Er 为 此 ， 对 Vs— (ssss-» -) EZ 
构造 局 期 为 ”的 周期 点 序列 


To OEE A TERT EEES J 


根据 引 理 3.1, E dre) < ga 因此 ， 当 ?一 oo 有 时，r。 一 9， 这 


”就 表明 C9) 一 驴 。 引 理 得 证 。 

TER: 2, 中 并 不 是 所 有 的 点 :部 是 周期 点 或 预 周 期 点 ， 任 
何 非 第 环 序列 表示 的 点 者 是非 周期 点 ，z, 中 存在 非 周期 点 s*, 
其 正 向 轨道 的 闭 包 OG) 一 5,，s* 的 表示 式 如 下 : 

git a O£/00011011{000001010011100101110111|--- 

1B 2 -3B 

* HHEED RW, 其 由 第 * BoB 1 en 个 位 置 的 重复 排列 
作成 的 序列 。 这 样 构造 的 *, X vse Je 经 2 的 mw 次 迭代 后 ， 
on(s*) 充分 接近 于 :， 这 就 表明 D 一 也。 

RRA AGERE ED, o:> 3, 是 拓 
扑 可 逆 上 映照 ， 


$4. CCA) 与 1(p) 的 完全 不 连通 性 


定理 4.1 4 CCA) it, JG) 是 完全 不 连通 集 ， 而 且 
限制 在 JG) E, PIO IME 2, 的 移 位 映照 o: E, — 
Xe. a 
证 明 主要 根据 定理 2.1 中 47= 之 1) 的 证 明 方法 。 首 先 证 明 
《一 2 的 情况 ， 这 时 p(s) 是 2 次 多 项 式 ，C 一 {c} 仅 由 一 个 

AFER CHAR. 

根据 定理 2.1 中 4) 一 > 1) 的 证 明 过 程 , 存在 环形 域 4-w， 使 
得 PCE AY. & Anan = PAs) Ml Pidan > Ay È 
DREA, Aaw 共 形 等 价 于 一 个 图 挖 去 2 个 润 ,这 2 个 洞 是 包 
食 于 其 内 部 的 小 圆 , 记 为 D,,i— 0,1, 


令 R= CH vu(t)4.); 这 时 ,在 了 内 ple) A 2S 


单 值 分 支 7:8 一 Di,i 一 0,1, TARA STD. 
”注意 到 A_wtrp 一 了 Aw)CB， Rt i= 0, yli: (Awo) - 
也 是 一 个 圆 挖 去 2 MAL . 
现在 ,定义 映照 p: IG), A Vs 一 OSTENE 
BEXT 8 的 正规 族 {I RE PIGS PET PRS PRI s,s e}. 由 于 了 :8B 一 . 
D; 是 共 形 映照 ,容易 证 明 下 列 的 闭 包 包 含 关系 ( 双 ) 

L, (B31 oD (BD olp BD 
HR A= 5 41, 序列 Las Holas Lolly ty E BAR 
部 一 致 收 伍 于 一 点 os) eT (e), 定义 0:2, > Ip) sb > pk). 

注意 ; 当 4 一 oo hh, Lolot B 的 球面 直径 趋 于 0。 
现在 证 明 wm:3. 一 J(p) 是 拓扑 映照 。 . 
. 事实 上 ,是 一 一 映照 ， 因为 如 果 s= lans em Chats 
+), sos, 则 一 定 存在 %， 使 得 对 Lik 1, Ani 
sy 因此 holott CB) 5 olo aB) 不 相交 ， 
因而 pL = of). 
根据 3 中 球形 邻 域 及 收 敏 性 定义 ,容易 验证 ; p:5, > Jp) 
BEGTIR. Bit g:2;->J(p) EIER, DMB p) 
= JG). 由 于 o) 是 J@ HATH, BMP 是 完全 不 变 的 ， 
即 Pll = eX e(2)) 一 3,， 根 据 第 一 章 定 理 3.3 w(2,) 一 
JP}, 
ERR p:5, >J) Fo PIO KBR 2, 的 移 位 映 
H . 
a= p'o(p|I(p) ep: E: > Eis 
EBANK, 并 且 aan (pl\i@))op, BRE. 设 :一 Cash 
-J Wj a) = Cans). poo(s) 是 序列 
L lelh elel norte 
的 极限 点 ， 显然 也 等 于 pops), por = pop, 
Jep) 的 完全 不 连通 人， 由 允 的 完全 不 连通 性 通过 拓扑 映照 
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PME), d= 2 的 情况 得 证 . 
在 4> 2 的 情况 下 ，C 可 能 多 于 一 个 点 ， 对 eC 的 每 一 
点 与 0 连接 一 条 曲线 ， 沿 这 些 曲 线 割 开 使 C hob 
B, 使 得 pCB8)cCB8。 这 时 , EBA pls) 有 4 个 反 函 数 单 值 分 
X, i: BB, RAR LEMS, HABER: 2. 
J) 而 得 到 定理 的 结论 。 


第 五 章 “ 整 函数 动力 系统 


本 章 主要 讨论 整 函数 迭代 动力 学 的 竹 质 ， 第 1 节 介 绍 了 整 函 
数 动力 系统 的 一 些 基本 概念 ; 第 2 节 讨 论 整 函数 及 其 复合 整 函数 
的 增长 性 ; 第 3 节 主 要 讨论 Fatou 例外 值 。 第 4,5 节 研 究 了 整 函 
数 的 Julia 集 的 一 些 基 本 性 质 ,如 完全 性 、 局 部 扩展 性 ,并 且 Julia 
集 是 周期 点 集 的 闭 包 ; 第 6 节 证 明了 Julia 集 是 斥 性 周期 点 集 的 
极限 点 集 ; 最 后 一 节 简 要 介绍 整 函数 的 游荡 域 ， 和 周期 分 支 的 分 
26. 


SL 整 函数 动力 系统 的 一 些 基 本 宏 念 


ik E: C 一 人 为 超越 整 函数 ， 即 E(x) 为 定义 于 C 一 {z: 
|z| < 0} HEARR, FE E(w) 不 是 多 项 式 ， 定 义 选 代 序 
列 : 

E° (2) = z, Ee) = Ele), tt, 
5 E" (Æ) = ECE (2)),..: 

”对 于 任何 点 meC， 定 义 前 向 轨道 

O*( xq) = {z 2, 一 再 (ze g, = Ea +}. 

”和 的 反 向 轨道 定义 为 

© OCz) — {BE Cs: 一 152 
其 中 E2) 是 zn 在 E" 下 的 原 象 点 R, Ee )—{2:2€C, 
E*(z) 一 2}. 

”对 于 am6C， 如 果 存 在 一 个 最 小 的 正 整数 p, E EC) = 
zo il n 称 为 周期 点 , 周期 为 p。 这 时 2 的 正 向 轨道 为 一 个 局 
期 循环 

O* (9) 一 {zz Ease ss Zea T Er zq). 
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, z, 一 E*(2,) = z}. 

类 似 于 有 理 函 数 动力 系统 ,周期 可 分 类 如 下 ; 

设 žo 为 周期 为 2 的 周期 点 ， Er(zo) = Bo 再 设 i= 
CEY (2), HRAD REE, MA FBR: 

a) 4o< [al <1 bh, 2 RORE ANA; 

b) 42-0, o 称 为 超 吸 福 周 期 点 ; 

c) 当 jal) 一 1 时 , ame, SU) 2, 称 为 中 性 周期 点 ,其 中 
当 “为 有 理 数 时 , 称 为 有 理 中 性 局 期 点 ; 当 e 为 无 再 数 时 ， 称 为 无 
理 中 性 周期 点 ; 

d) 4 fal > Bt, s 称 为 斥 性 周期 点 。 

周期 为 1 的 点 , 则 简称 为 不 动 点 ， 

整 函 数 动力 系统 是 指 E(x) 经 渤 代 生成 的 系统 。 与 有 理 动力 
系统 一 样 , 我 们 要 讨论 轨道 收 敏 的 稳定 性 fi. 

首先 我 们 定义 Julia 集 及 正规 点 集 的 概念 。 

对 于 ECs) 和 迭代 生成 的 整 函数 族 {E)n 一 0,1, ---}, i 
ERARA oo 

= {2:2€C,{E*} ÆA z FERK). 

显然 Ns en & Ig =~ (C—Nz)U{o}, FR Ja 为 
Julia 集 ， Js 是 一 个 闭 集 。Js 和 Ns 是 完全 不 变 ， 即 E(Jz) 一 
E (Ja) = Je, E(Ng) = E (Ns) = Ng. 

称 Je 为 Julia 集 的 同时 ， 我 们 也 称 正规 点 集 Ne 为 Fatou 
集 。 

下 面 讨论 周期 点 的 收 信任 . 

我 们 注意 到 ， 在 讨论 有 理 动力 系统 的 局 部 动力 学 性 质 时 ， 我 们 
已 得 到 下 面 的 辅助 引 理 。 

引 理 1.1 设 f(x) 为 定义 于 * = 0 SANS, 具有 
展开 式 

Let, IG) =ar at "=, 2%0, 
MA TORGIR E: TE 0 是 正规 族 ， TLEL 
在 + OH BRU REN 


s. AF » 


由 :1 > D0) {I <r}, (0) = 0, 四 (0) 一 1， 使 得 
Cpofogp CE) 一 2E, 
此 邑 有 交换 图 表 : 
y—+u 
e |e. 
D,(01)—>D,(0) 
č ca 
换 另 一 种 说 法 是 ，Schrider 函数 方程 . 
o AGLI) 
Er =o BAA AMT b, WE 
$0) = 0, $0) — 1. 

注意 ,如 果 fz) 在 2-2, 的 邻 域内 全 纯 , 且 有 展开 式 

iG) — go ACg — 20) + qs — %) + ..., ł4ÆŮ0, 

则 经 变换 M) = r ar 后 , I EEF MofppM™, |e H 
应 成 立 ， - 

定理 1.1 如 果 n BEAR ARE) AHA JAMA pA 
z€ Nz, BE Zo BIB U, EH {B*} 的 内 都 一 致 收 全 和子 列 
总 收敛 于 {rr 一 Ez), et ,854 Ea) 中 的 一 点 。 

证 明 “ HRI, Ez) = a, (EPY Cs) 一 2, laei A 
此 总 存在 U = {|z — zl <r}, 及 A<acl, 使 得 当 * EU 
时 总 有 ' 

O JEW) — al Sale — al. 
由 出 递 推 , 得 到 
| ECE) — zf < atle — x]. 

-因此 容易 看 册 , 子 序列 {EY} ÆU ARRAT te. 于 是 对 
任何 0 过 j 之 p， 同 样 可 看 出 ， 存 在 一 个 邻 域 0;, 使 得 子 序列 
{Ete} 在 Ui ABOU Ei) = se re 

由 于 {8"} 的 子 序列 总 包含 序列 {EHk = 1,2,.°°} 的 一 


个 子 序列 ,因此 {8"} 在 x 一 0 正规 , EBR UC TIU 内 ,政委 
?mg | 


子 序列 一 致 收 敏 于 {ostr 22,1} 中 一 点 。 定 理 证 完 。 

定理 1.2 如果 z E ERAMA P RRE A, W rE 

dJa. ` l 
证 明 由 假设 Ea) = 2, 2 EYG), al> 由 

#8051, OR z€ Ng， 则 存在 x, 的 邻 域 芯 及 共 形 映照 o:0- 

+ DAO), (a) = 0, o(2)—1, 使 得 有 交换 图 表 : 


D,(0)-—»D, (0) 

| BAL ， 
因此 序列 {EY} 在 U 内 一 致 赵 于 oo, 但 EC) 一 am， 这 就 得 
到 矛盾 

定理 1.3 如果 s 是 的 有 理 中 性 周期 点 , 则 2, €J,. 
”证明 由 假设 Be(zo) z A= (EPY Ce) 一 ei, a 是 有 
WR. 如果 E Nz， 则 GECO, R= 1,2,0, EA E 
规 ,其 中 取 定 j, 使 # 一 1， 根据 辅助 引 理 , 存在 n 的 邻 域 UU 及 
KERM 

OU > DKO), $) = 0, 6m) = L, 

使 得 有 交换 图 表 ; 


9,(0)—+D,(0) 
bg 
由 此 得 到 EPC) = r, EU, KES Biz BERKATA. 

因此 nEJg. 

定理 1.4 如 果 z 是 瑟 的 无 理 中 性 周期 点 ， Hee Nz, WE 

在 % 的 邻 域 ,及 一 子 序列 {E"i(z)} 在 品 内 一 致 收敛 于 %， 

证 明 由 假设 m 一 EP (x), (EPY C) 一 oz， a 是 无 理 数 ， 
ww € Ng 根据 辅助 引 理 ,存在 = BRU RAR 
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$:U > DKr), (24) =~ 0, (x) = 1, | 
AT RSRBE: 


D,(0)—+D,(0) 
ren 
{EY} 在 如 正 规 , 因 此 我 们 可 选取 子 序列 《有 }， 使 得 2—1, 而 
于 序列 {EU} 在 U 内 部 一 致 收 钱 于 ¢。 定 理 得 证 . 


”$2. 整 函 数 及 复合 整 函 数 的 模 增 长 性 


设 AG) 为 整 函数 ,定义 于 lel < oo.f 的 最 大 模 定义 为 
M(r,f) = max|f(z)| — maz|f(#)|, 0< 1 <0, 


HR MCr,f) 的 增长 性 ,确定 f(x) 的 性 质 . 
“四 是 非 超越 整 函 数 , 即 f( 坟 是 多 项 式 , 当 且 仅 当 存在 >0， 
使 得 7 
MCP = OCr4), 
这 一 性 质 是 客 易 看 出 的 ， 因 为 整 函数 f(D) 在 izi < oo 内 
具有 展开 式 
HD Dast, 


且 对 于 系数 有 Cauchy 估计 式 
KA < MO). n= l2.. 


Ait n> kit a, 一 0, f(s) 是 多 项 式 。 
M(r ,站 是 增 函 数 , 当 f 不 是 常数 时 ， MON 是 无 界 的 . 根 
据 下 面 的 
Hadamard 三 网 定理 i f(s) 在 回环 R <i ck AS. 
纯 ， 


M(rsf) = max] fa), Ri <r < Rp 

. WHF RencnerncR 有 

log M Caf) < og Mr) 
ogr, 


ber — benp, M(r,.f). 
log r, — log ri 


Xt FE pe ie), log M(r,f) 是 复数 log ”的 凸 函 数 ， . 

log M(r,f) f(z) 的 特征 项 数 ， 根据 上 而 所 证 ， f(z) 是 多 
项 式 当 且 仅 当 

log M(r,1) ~ O(log 7r), 

对 于 超越 整 函数 , 模 增 长 的 级 定 文 为 ， 

1 一 in log log M (Cr of) 
rew log r 

AH fal a 6 Cr f) 一 4 的 零点 称 为 6 值 点 ， of ABD 
点 。- 

Picard 定理 ”对 于 超越 整 函 数 ie), 人“ 值 点 总 是 无 穷 多 个 ， 
至 多 除去 1 个 例外 值 a. 
” ”注意 ,如 果 例 外 值 a 存在 , 则 对 于 此 a 值 点 是 有 穷 多 个 ， 当 a 
值 点 不 存在 时 ， 我 们 称 oH Picard 例外 值 。 

关于 模 的 估计 有 下 面 重要 的 经 典 定理 

Schottky 定理 i) 为 定义 于 lel el AER, 


f(x) 3 0,1, 则 对 于 0<r l, 有 
Mr.) < exp ~ (1 + mogrlIKol+2rc] 


其 中 6 为 绝对 常数 . 
Schottky 定理 具有 多 种 形式 ,这 形式 可 在 Hayman 的 书 [Ha] 
《p169》 中 找到 。 
现在 我 们 来 讨论 复合 整 函数 的 增长 糙 ， 
RERABEAR, WAEREA E") = EE) 都 是 超 
ER. 
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一 般 情况 下 ,如 果 E(xz),F(x) BRR, 且 黄 中 有 一 个 最 
BRCM. ECF (x)) ERREAK. 

事实 上 ,对 yeC, 方程 

Elu) =y 
u ERESIA BARS MY ERBRERRN, HI 不 是 
Picard 例外 值 ， 则 方程 有 无 穷 多 个 解 ， 对 于 方程 的 每 一 个 解 u, 
方程 
Fle) =— 4, 

当 F 是 多 项 式 时 ， 对 应 有 有 限 多 个 解 ee E 
存在 一 个 * REE Picard 例外 值 , 因为 方程 有 无 限 多 个 解 ， 总 之 ， 
ECF) 一 定 是 超越 整 函数 ， - l 

RUZE P H HOU HE 

Bohr 定理 设 w f(x) 在 lel <1 全 纯 ， 满足 条 件 (00) 


一 0, H. . 

| u(i) >) 
则 存在 一 仿 绝 对 常数 4, 0 < 4 < 1， 使 得 在 [4,oo) 内 , 总 存 
Erami fx) 在 1x| <1 ABRAM lw] =r 上 的 任 
(i. 

证 明 ”假设 /> 0， 使 得 对 任何 > >), ABA lw] 一 "上 
总 存在 点 w, 而 在 图 le] <1 内 


i) EW, 
我 们 估计 I 的 下 界 ; WEA lel =h lel 一 27， 并 分 别 在 . 
其 上 取 点 v, 与 ws, 使 得 在 jz <1 A, 
f(s) FE W Wi 
作 整 函数 . 
p) = e, 
W 一 Mh, 


则 在 lz| <1 内 oC) 0,1 且 | 
CO -| 过 Mi eh 
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根据 Schottky 定理 , 对 于 |z| <+ 有 
[d(=)| < exp(2c) = A,, 
其 中 “是 绝对 常数 ,因而 在 [el < 十 内 
IO < [wil + bw — wy] [OCD] 
< (1+ 34). 
这 就 是 说 
le AAC) <HA) 


因此 , 如 果 取 4 一 :一 lL- 一 1， 则 定理 结论 成 立 ， 


+34, 
现在 我 们 应 用 Bohr 年 有 正明 关于 复合 整 函 数 增 长 狂 的 Polya 
定理 ， 
Polya A. 设 za， Ae) AGAR, RO) = 0, 则 对 于 
a) 一 eG), f 一 goh, HRA 


M(+,g0h) > u(am (Z s$), 2), 
其 中 Ade! Ail 为 Bohr 定理 中 的 绝对 常数 ， 
EA ERR 
. HO) = 4G) 
ree 
则 AG) 在 lel < 1 内 全 纯 ，HC0) 一 0 E M( 二 ,由 >1. 应 
FA Bohr 定理 得 到 ,存在 R' >A, 使 得 HG) 在 la| < 1 内 取 
AR |w| 一 R' 上 的 任何 值 ,因此 存在 圆周 .| zw| 一 R, 
r 
Es R > AM(4), 
使 得 ACs) 在 |z| 一 + 内 取 到 lol 一 R 上 任何 值 。 
现在 ,在 wl 一 R EB wo, 使 得 
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MCR, g) 一 |e(m)I. 
舅 外 取 一 点 zo,1zo| <Er, 使 得 A(z.) 一 wo， 这 样 ,我 们 便 有 有 
M(r,goh) > ake) = eCe 


— M(Ry) > M (AM (二 


定理 得 到 证 明 。 
ss 321 设 g(x) HRM, A) SERRAR, WT 
任意 给 定 的 整数 N >t, 

log M(r,goh) > Nlog M(r,¢), 

证明 作 定 义 于 |z| <l 的 全 纯 函 数 
H(z) = hra) — ACO) , 
M (<4 — (0) | 

H(z) 满足 Bohr 定理 条 件 , 因 此 存在 圆周 |wi 一 R, RSA, 
使 得 在 jz| < 1 内 H(z) REA lel =P 上 任何 值 , 因而 
ACs) 在 iz| <r ABRAHA 


|w — &(0)| 一 R'M (Z, 4-400) 
Lei. | 
R > am(<, h— 4(0)) >A CED — TOI 


现在 ， 在 圆周 |w 一 O) =R 上 一 定 存在 一 点 ws EA 
max {g(w)] 一 |gCwo)|. 


lv-k0 aR 
ME lel er 内 存在 2, E Ke 一 w， 因 此 我 们 有 
M(r,goh) > leal 一 lew) 
lew) 一 max late) | 


|=R— k(t 


- mak 
bo ACO R 

> M(R — /4(0)} 5g). 
但 是 


R—#(0) > au( =n) — (1+ AAO. 
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再 由 假设 h(z) 是 超越 闽 函 数 ， 对 于 给 定 的 N>0, 4r 充分 大 
Hae 
M(r,h) ret 

”因此 我 们 有 估计 式 , 当 r 充分 大 时 
R— |O > rnt, 
而 有 | 

M(r,goh) > M(r¥4',¢), | : 
两 边 取 对 数 便 得 到 

log Mlr ,goh) > log MC, 9), 

由 于 log z MCr 5g) 是 log r HARK, P AER TEE 的 rm > 0, 
有 ， 


lor MCr,8) < ar = lar og Mra 8) 
og Bt ow MOH g). 

. . log 74+} 一 log 

因此 当 = 充分 大 时 ， 
log MCr”* g) => Nlog M(r,g). 
最 后 便 得 到 - 
. log M(r ,8°%) = Nlog Mr ,8). 

引 理 得 证 ， 


定理 2.1 设 王 是 超越 整 函数 ， 是 整 函数 ， 则 因子 分 解 式 
| FCEC@)) = P(e) FCs) + Oe) 

不 能 成 立 , 其 中 P(x) 与 Oe) 是 多 项 式 ， 

证 明 当 F(z) 是 多 项 式 时 , 分 解 显然 不 成 立 。 因为 这 时 分 
解 式 右边 是 多 项 式 ,左边 是 超越 整 函数 。 | 

= F 是 超越 整 函 数 时 ， 根据 引 再 2.1， 对 于 固定 的 充分 天 的 
N>0, 

Nlog M(r,F) < log M(t, F°E), 
如 果 分 解 式 成 立 , 设 Ps) Ol) 的 次 数 <m, i 
MCPE) MG, PF) +r” MC, FF), 
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当 了 充分 大 时 月 . 
log M(r, FOE) < log M(r,F) + mlogr + log 2. 
总 之 , 当 > 充分 大 时 ,我 们 得 到 
(N — 1)log M(r,F) < mlogr + log2 (m+ 1}log r. 
因此 由 于 N 一 1 充分 大 ,最 后 便 得 到 ; Be 充分 大 时 
M(r F) e r", 
这 就 说 明 F(x) 是 多 项 式 , MSP ARBRE. 分 解 式 不 
能 成 立 ， 定 理 得 证 ， 


§3. Fatou 例外 值 与 不 动 点 


定义 设 E(x) PEREA, a€ CRA ER Fatou 例外 

fi, mR E(x) 具有 表示 式 
E(x) m= g + (x —_— ajte”, E 

其 中 H(z) BBR, p 之 0 为 整数 . YP 一 0 时 ，Fatou 例外 

{i a 定 是 Picard 例外 值 ,这 时 E(x) — a 0. 

Fatou 例外 值 a， 不 一 定 在 Ns AMP 法 2 时, a PARE 
不 动 点 ,这 时 see Ne WERI Fatou 例外 点 集 为 E,， 则 由 Pica- 
rd ZM, E, 最 多 有 1 点 ， 

“oF Ep Fatou ASMER, E Ca) 一 {a} REW, # 一 
1,2,°-°° | 
定理 3.1 对 任何 bE Cl{a}, Ho REM Fatou 例外 值 ， 
有 


ne(U B-*(b) ) . 
当 beta — {a} 时 , 则 有 
— »-(U E- CODES 


证 明 我 们 先 证 明 ,对 任何 点 mejas, z 是 (J ECO) 的。 
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RMA, EME RE Fatou 例外 值 ， Ù “(85) 是 一 个 无 
FSR. ze Jay to 不 是 {E°} 的 正规 点 ， 因此 对 任何 充分 小 的 人 
域 ,根据 Montel 正规 定 则 ， UF (U) 一 定金 合 有 U E "(6) 


二 人 0 


的 点 ， 最 多 除 一 个 点 例外 。 因 此 存在 z EU, Ara, E 
Br(z) = E-*(b), Ble’ € B05), 这 就 说 明 ,m 是 U E-*() 


的 极限 点 。 第 一 个 关系 式 得 证 . 
4 5 € Js 一 {a} 时 ,由 于 Jz 的 完全 不 变性 ， 我 们 有 
Jac( U EO) Y cs. 
这 就 得 到 第 二 关系 式 , 定 理 证 完 。 
” 定理 32 meee EC) 有 一 个 Fatou 例外 值 , 则 
E(x) .有 无 穷 多 个 不 动 点 ， 
证 明 设 Fatou PSMA a, ay 
Ea) = a + (z — afet, 
FA st PRR 
E(x) — a 
2 一 6 
W o 值 和 co 值 至 多 各 一 一 次 , 从 而 取 1 值 的 点 ， 即 为 E(x) - 一 xz 的 
零点 ,一定 无 穷 多 次 ,否则 由 Picard 定理 


EG) ~ 4 ~ ae), 


如 一 人 
其 中 Os) 为 有 理 函 数 ， 因 而 Ee) 一 4 十 Ce -20@ 为 多 
项 式 ， 与 假设 E) 7 LEE EA IE E) 一 s FLBBt 
FARN EG 有 无 穷 多 个 不 动 点 。 
定理 3.3 ”如 果 超 越 整 函数 El) RAAAA, 则 LG) 一 
定 有 无 穷 多 个 不 动 点 。 
TA HER ED — 20, ALEAN 
E*(2) — 2 
Eœ) -z 


不 取 值 1 和 和 co、 根据 Picard 定理 ， Bua 0 的 点 , 即 BG) — 2 的 
办 点 必 有 无 穷 多 个 ， 否则 

: E:(s#)— 8 
Er = ` P(x), 
其 中 P(x) 是 多 项 式 ,因而 我 们 得 到 分 解 式 

E(x) 一 ECE(#)) = PEL) + 2 — zP (a), 

根据 定理 2.1, 这 是 不 可 能 的 。 这 样 E?(x) 一 s 的 零点 , 即 Bx) 
的 不 动 点 有 无 穷 多 个 。 定 理 得 证 ， 


§ 4. Je 的 基本 性 质 


我 们 首先 证 明 , 设 对 于 超越 整 函数 E, ys 是 一 个 无 穷 集 ， 
引 理 41 MREA—PRECRARE ADA. Ja 和 < 
了 且 是 一 个 无 穷 集 ， | 
证 明 没 吸 性 不 动 点 为 a, MRTE 1.1 存在 = 的 一 个 邻 
域 U0， 使 得 在 如 内 , 一致 地 有 
- E*(z) 一 > a, 
现 假设 Ja 一 人，Na 一 C， 则 不 难看 到 ,在 C 内 都 一 致 地 有 
E*(s} > a; 
| (E*¥ (z) > 0. 
因此 , 当 + 充分 大 时 , EM lz al < Rk 内 ， 总 有 
E" — al Mjz—e}, 
其 中 0<M< 1 为 常数 ,办 而 
JEG) — al & Milz — af, 
级 数 
>) (EtG) — a] 


g=0 


E G 内 部 一 致 收敛 设 | 
DL EG) — g] = F(a), 


MW Fe) ETERA, BA 
O RIE] = SOLE) — al ~ FG) ~ Ca — 4), 


根据 定理 2.1, 这 种 分 解 不 可 能 存在 。 这 一 矛盾 说 明 Js x 8, 包 . 
B o HERRAR Ns HI Alo) CORE BARE C,H OACa) = 
ys 一 定 多 于 2 点 。 因 为 如 果 Ala) 一 {b}. WIAA le 一 中 
一 在 Alo) A. AE, Ee) Ele 一 四 一 汪 上 ,因而 在 1x 一 
b| 28 A-BAT e, bE Ala), F. OA) 最 少 有 2 点 ， 
因此 有 一 点 bE BAC, b RÆ Fatou WH, Hh ew 


3.1, Ja = (U E- COJI 是 一 个 无 穷 集 ， 


定理 4.1 ”如 果 E 有 一 个 无 理 中 姓 不 动 点 是 正规 点 , 则 Js 
OH J: 是 无 穷 集 ， 
.证明 设 E(x) 的 无 理 中 性 不 动 点 为 a, ECa) = a, Ba) 
elt, OREM, G6 Ns. 设 Ns 包含 5 的 分 支 为 NC), 

根据 定理 1.4. 存在 a 的 一 个 邻 域 U, 存在 子 序列 EG) 在 
口内 部 一 致 收 敏 于 *。 经 选取 子 序列 后 , 不妨 假设 EYG) 在 
N(a) AMRF z. 
”我们 断言 ,对 干 非 Fatou 例外 值 的 不 动 点 65, 如 果 bE NC), 
则 对 任何 ce ETE) — {0}, cENCa), BAM CENG), WA 
Sai 

Bile) — e, Erile) = Eri(b) = b, 

但 E = h, 因而 oc 一 5， GAFA. 

WEAR BH, Ja QD; AECE Je™ É, N(a) ™ C, 
这 时 由 断言 得 出 ,。 是 Fatou 例外 值 。 再 根据 定理 3.2, KN EA 
无 穷 多 个 不 动 点 在 C 一 NCa) 内 ,其 中 必 有 不 动 点 不 是 Fatou 例 
外 值 这 又 与 所 证 斯 言 第 盾 ， 

最 后 证 明 J, 是 无 穷 集 。 根 据 断 言 , 如 果 “ AE Fatou 例外 
值 , 则 Ea) 一 {0} 的 点 在 NCG) 外 部 因此 ONCa) 包含 多 
于 2 点 


如 果 a 是 Fatou 例外 值 , 则 根据 定理 3.2, E AESSR 

点 。 邵 果 无 穷 多 个 不 动 点 都 在 Je 上 ， 则 yz 已 是 无 穷 集 。 否 则 

有 无穷 多 个 不 动 点 在 Ns 内 , 且 除 e 外 都 不 是 Fatou 例外 值 ， 这 

时 容易 看 出 ，Ns Ee NCa) 外 一 定 有 其 它 分 Z. ONCA) 由 多 于 
2 的 点 组 成 . 

9N(a)CJs， 鼎 多 于 两 点 ,因此 一 定 存在 一 点 bE ya ORE. 

Fatou 例外 值 , 由 定理 


(U Fre) 

是 一 个 无 穷 集 ， 定 理 证 完 。 

引 理 4.2 如 采 超 越 整 函数 E@) 有 无 穷 多 个 不 动 点 , 则 Jy 
是 无 穷 集 ， 
” ”证明 ”如果 这 无 穷 多 个 不 动 点 都 属于 Je, WJ, CE EZ 
集 。 理 则 将 有 无 穷 多 个 不 动 点 在 Ns A, 则 这 些 不 动 点 或 为 吸 性 
的 ,或 为 无 理 中 性 的 。 丙 此 由 前 两 引 悍 ，j ELIR. 

定理 4.2 ”对 于 超越 整 函 数 Ee), J: BE—-TEDR, 

证 明 ”分 三 种 情况 讨论 之 。 

情况 1 如果 E(w) 有 且 仅 有 有 有限 多 个 不 动 点 ,这 时 由 定理 3.2,. 
E) 没有 Fatou 例外 值 , 其 中 如 果 有 一 个 吸 性 的 或 无 理 中 性 的 
不 动 点 在 Ns A, MARIM 4.1 及 4.2，Ja 是 无 穷 集 。 否 则 则 有 
一 个 不 动 点 8 属于 Js, 而 4 又 不 是 Fatou 例外 值 ， 由 定理 3.1， 


Ja = ( U EO) ) REIT, 


情况 2. 如 果 Ele) 有 无 穷 多 个 木 动 点 , 则 由 引 理 4.2, Jy 是 
EFR. 

情况 3，E(#) 没有 不 动 点 ，、 这 时 由 定理 3.3，Ez(z) BES 
多 个 不 动 点 ,因此 yecys 是 一 个 无 穷 集 。 定 理 证 完 。 

.定理 43 Fy 是 一 个 完全 集 ， 

证 明 由 于 Js 是 一 个 无 穷 集 ,因此 存在 be Ja, b 不 是 EC) 
的 Fatou 例外 值 ， 根 据 定理 3.1 
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tem (U LORE 
因此 CY, 但 aY Cg. MT Ja = Cg, Js 大 完全 
设 E(x》 的 局 期 点 集 为 了 
. P — {ze C; E’(z,) = zł. 
定理 4.4 yzsS(《P) . 
证 明 我 们 用 Montel 正规 定理 来 证 明 这 一 定理 。 
如 果 Z€ Jz, Zo 是 周期 点 ， to 一 E*(z,), WA 
[CE Ca] > t 


如 果 s BARTERIA, (EY (zo) 一 68, ME Ea) 代 
E E? RIRE CRY (z) 一 1， 因此 设 1 (EVC), W 
我 们 有 1 一 1,2 一 e? (6 是 无 理 数 或 由 | > 1), 

”现在 假设 和 存在 一 个 邻 域 U0， 使 得 在 上 内 没有 异 于 s, 的 
周期 点 。 取 Ee) 的 反 函 数 的 一 个 单 值 分 支 ， 记 之 为 Ea). 
E+ (g) 定义 于 Zo 的 邻 域 UCU 内 ， BE *(z,) = 24. 

在 U, AA RF zy 的 周期 点 , 因此 当 zE U, 一 {zo} 时， 
Es) — #0, s— E22) 40, 
E*?(z} 一 E-'(2) 0, 
\ 而 全 纯 函 数 族 
E*? (2) — x 
MO = ED Bigs Te 
在 Zr 一 {z} 内 ,不 取 值 0,1,00, oe 

。 现在 计算 faz), Hait, 即 [al > 1 及 am emo (gb 

为 无 理 数 ) 时 ,由 于 
gh? 1 

7 (E 9 G) 一 过， 

我 人 有 | 

EY Ca 一 
OO Gy Gg EPY Geo 
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we 4° 1 41, o0. 
eel | 
1 


当 4 一 1 时 , 设 在 ma 邻 域 内 有 展开 式 
E? (2) — za + (£ — ty) + alz — i+ :an 0 
WA 
E”? (z) = 25+ (2 — z) + nale 一 t e, 
EPa) = ay + (z — &) — alz s+ 
EEES . 
E*?(2} — 2 = nals — m) t ose, 
E" (a) — EP (a) = (1 + os — z) + oe 
因此 | 
na, n 
faa) = Faja, ita T Oh 


根据 Montel ERE, {f )} 在 U, 内 正规 ,而 
TE OAO 一 2 
Om) i 

也 构成 正规 族 ， 由 于 == Es) 是 周期 点 , 因此 n 是 正规 点 ， 
zE Na 而 与 me ya 矛盾 ,假设 不 能 成 立 。s。 的 任何 邻 域 内 有 异 
于 z 的 周期 点 ,因此 z。 是 周期 点 集 的 极限 点 。 

现在 设 ze yz5，az 不 是 周期 点 ， 也 不 是 Picard 例外 值 , 这 
时 一 定 存在 be C, bE Jg, EC) 一 z. 在 z, 的 邻 域 U, 内 取 
Ez) HEARSE, WE b 的 邻 域 内 

EC) |= z + b,(z bt oo, bO. 

WA BR BSS 

Ba = b+ ale — mY? + + tale m) FH - 

假设 在 z 的 邻 域 U A, WA EG) 的 周期 点 ， 划 对 任何 
n= 1l2y--+, Æ U, 内 


a- E"(s)—% 
| fr Cx) E*(x) 一 ECE) x 0,1,0, 
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其 中 Es) 是 4 值 函数 ， 作 变换 
Bm (z 一 z), 

l <r 变 为 U, ABR U, ME 1s| < ， A R 
FERRI {Ce +} 不 取 值 0 1,co， 因 此 是 一 个 正规 族 ， 
MEU A F} 是 正规 族 。 再 反 过 来 {8"(x)} 在 U 内 是 正规 
BRS. RE RIE, 

天后 一 种 情况 是 ,ae Jy, z 是 Picard 例外 值 ， 由 于 这 时 
ze 是 Js 的 点 的 极限 点 ，Js 中 除 am 外 都 是 周期 点 的 极限 点 , 显 
然 也 是 周期 点 的 航 限 点 。 至 此 定理 证 完 ， 


§5. Julia 集 的 局 部 扩展 性 


这 里 我 们 要 讨论 Julia 集 Js 上 的 点 的 邻 域 D, ERR E 
FEUR ECD) 的 扩展 性 . 
我 们 首先 证 明 ,关于 yz 上 的 点 的 非 正规 性 的 一 个 引 理 . 

引 理 5.1 ik E(x) 是 超越 整 函数 , 则 对 于 Js 上 任何 点 . =， 
Es) 的 任何 子 序列 {E} 在 2 也 不 是 正规 的 。 
证 明 假设 定理 结论 不 成 立 ， 则 一 定 存 在 一 个 子 序列 
{EHC}, E z 的 一 个 邻 域 也 内 一 致 收敛 于 全 纯 函 数 由 (s 或 oo ， 
我 们 可 以 证 明 ，E"i(x) -KKRT $). 
事实 上 ,根据 定理 4.3， 在 妃 一定 存在 两 个 周期 分 别 为 p Sa. 
的 周期 点 4 与 5, a 闪 5， 且 对 应 有 两 个 不 同 的 周期 循环 
O(a) = {a, Ea), ,Br a), Ba) = a}, 

. O°) = {b, Bb), +--+, ECE), EC) = b}. | 
因此 对 于 序列 {E0} Ea) ERER Oe) hzi. 
这 就 说 明 ，E"i(z) 不 能 一 致 收 化 于 oo，, 因此 EY 收 化 于 全 纯 
函数 p$). 

。 现在 取 WR puCD， 使 得 对 任意 给 定 的 o> 0, 在 D 
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. loz) — olal < 2/2. 
对 于 Do FE N> 0, 使 得 当 n>N 时 ,在 DARA 
E") — p{e)| < ef2, 
因而 有 
LECE) 一 plal <8. 

对 于 上 面 取 定 的 * 和 8 可 以 假定 s, b 不 是 Fatou BME. 
HEA 3.1, ERR DAERA a 及 bi Ea =a, 
En (EY =b, 4 n ROK Ea) 一 定 是 Ota) 中 之 一 点 ， 
En) -- 定 是 0+(5) 中 之 一 点 。 因此 OG) 一定 有 一 点 
Ea), 0 之 kp 一 1, 满 吓 

(Era) 一 (%)| <e. 
Ot(b) 中 一 定 有 -一 点 BD), OSI gl, 满足 
|E'Gb) 一 plal <2. 
结合 这 两 个 估计 式 ， 便 得 到 
Ea) 一 Eb)! < 2e, 
由 于 s 是 任意 给 定 的 , 因此 Ea) 一 E). E SRE 
otla) 5 0+(5) 不 同 , 即 与 没有 公共 点 相 和 矛盾 。 引 理 得 证 。 

O 定理 5.1 设 EG) ABRAM, ne Je, DH m WBR, 
则 对 于 平面 C 的 有 界 闭 集 A4 4 不 包 台 E(x) 的 Fatou 例外 值 ， 
总 存在 整数 N> 0, HEM r SN, 

| - ACED). 

证 明 反 证 之 , 假设 不 存在 N > 0, HEY SNA, AC 
E"(D)， 则 存在 子 序列 ECD), 使 得 4 一 BCD) b. MF 
每 一 个 nis 取 一 点 a;E A 一 E"(D). BY c€ A, aj€E*HCD). 由 
于 A4 是 有 界 闭 集 ,经 选取 子 序列 后 ,可 以 假定 当 no 有时， 一 
a, fii at A. 注意 到 6 不 是 Fatou 例外 值 ,存在 不 同 的 两 点 d's 
eC Ea), ATIE a 的 邻 域 U 内 , 一 定 存在 EG) HAARE 
数 分 支 Be), Er), 使 得 BCI EU) 一 分 ,BIG 
a 与 Eo) 一 a”。 我 们 可 以 假定 当 mne M 时 ,M 为 充分 大 整 
B, EU. KHE ETU) 与 EF (U) 内 各 存在 点 a 5 a, 
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使 得 (a)) 一 Ea) = a. HAG aja’, of 0", FRY 
任何 x€D, HF Esi(x) 天 gy， 便 有 l 
Err (a) ae aipa. 
现在 ,在 x, 的 邻 域 D 内 , 考虑 函数 
fa) = EE) = ai, 

. aj 一 a; 
MEDA, fala) < 0,1， 因 此 根据 Montel ERE, {L} £D 
内 正规 ， 因 而 {Ev} 在 D 内 正规 ，z。 是 子 序列 {Ea} 
的 正规 点 ， 这 便 与 引 理 5.1 第 盾 。 从 而 说 明定 理 结论 一 定 成 立 . 

到 现在 为 止 ， 我 们 所 述 的 关于 整 函数 动力 系统 的 理 沦 是 
Fatou 1926 年 所 建立 的 ， 24 [Fa], 

特别 应 该 提 到 ,+ Fatou 当时 未 能 证 明 , 超 越 整 函数 的 Julia 集 
存在 斥 性 周期 点 ， 且 是 斥 性 周期 点 集 的 极限 点 集 ， 这 一 间 题 后 来 
A Baker 所 解决 ,参看 下 一 节 . 


S6. 整 函数 的 斥 性 周期 点 


对 于 超越 整 函数 E(x), HH] 1968 年 Baker 才 证 明 关于 Jy 
BFE AU ARORA 

设 P 一 {E(x) 的 周期 点 }.. 

定理 6.1 Jz = (PY. A 

这 定理 的 证 明 要 涉及 到 Ahlfors 覆盖 曲面 论 , 而 导出 一 个 关 
于 正规 族 的 判别 定 则 , 

设 w 一 f(x) 为 定义 于 圆 le] <R 内 的 亚 纯 函 数 ，f: |z| 志 
有 R 一 人 ARARE, ame C 上 的 一 个 域 ， 设 DGi 1,2, 
“9 2 3) HC 上 的 单 连通 Jordan 域 。 边 界 OD, H GREE) 
解析 曲线 组 成 , 且 闭 域 D, 互 不 相交 。 对 于 每 一 个 D, OY 的 
BRE la| <R 内 者 称 为 在 D, 上 的 岛 ,其 它 分 支 称 为 半岛 ， 

如 果 FD.) 中 存在 岛 D, WW FD -> D， B—+ 
Bm ARE D, 内 任何 点 的 次 数 都 是 同一 个 数 d BUZET ae Di, 
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f(z) 一 a &£D, 内 具有 z 个 零点 ,其 中 霍 点 的 重 级 计 在 肉 。 4 称 
& D, Be D, 的 时 数 , D, 称 为 在 D, LW ee ee 
果 所 HD, LAH, f[5,:5, > D, BMAP, 

根据 Ahlfors HHH, RA TOMER (BR Tsuji 
AIS [Ts], p262). 

定理 6.2 设 w ~ j(x) 为 定义 于 圆 |*| < Rk 内 的 亚 纯 函 
By DME 一 1,2,……,4，,9 23) MERA Jordan 域 。 假 设 
对 于 每 一 个 DD, ENS RS m,m 为 常数 整数 ,满足 


=> 


lf CD) | 
1+ if 
, og at , lal < R, 
i+ iol jel? 
ith k HRSG Dy, Di, +++ ,D, 有关 的 常数 ， 
注意 ,在 定理 中 , 当 D， 上 没有 任何 总 时 , 则 可 令 mm 一 o, 
MER 9 一 5， 且 在 每 一 个 D, 上 没有 单 时 岛 则 m > 2, 定 
理 条 件 成 立 . 
特别 , 当 f(x) 为 lel eR 内 全 纯 函 数 时 , 取 4 一 3, D, 为 
C 内 的 域 , 则 定理 条 件 也 成 立 , 因 为 这 时 取 Deo 使 得 ce Diy 本 
而 m m OO, 
现在 导出 一 些 新 的 关于 正规 族 的 判别 定 则 ， 首先 回顾 一 下 ; 
- Marty 正规 定 则 。 设 (f} 为 定义 于 到 1z| < R 内 的 亚 纯 攀 
MR, {1} 是 lz| 一 R 内 的 正规 族 ， 当 且 仅 当 对 于 任何 紧 集 D 己 
{lel < R}， 存 在 常数 M > 0, 使 得 对 于 族 {1} HIGH 
z e DEA 
Lf Ce | 
, 1 十 IF <M, 
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应 用 定理 6.2, R Marty 正规 定 则 ,直接 得 到 下 面 的 正规 定 
Bj, . 
定理 6.3 hf} 为 定义 于 圆 jz| <R 内 的 亚 纯 函数 族 ， 
{f} 中 每 一 个 f(x) 满足 定理 6.2 中 的 条 件 ， 则 {F} 在 圆 |z|<R 
是 正规 族 。 

EECA A {f} KELTE |z] oR 内 的 亚 纯 函数 族 。 如 
果 对 于 给 定 的 5 个 DG —.1,2,++-,5), 及 族 中 每 一 个 f(s), 在 
每 一 个 D, 上 没有 单 叶 岛 , 则 {f} 在 |x| oR AZ AUR, 

特别 地 ,对 于 全 纯 函 数 族 ,有 

定理 6.5 Rf} 为 定义 于 圆 |x| <R 内 的 全 纯 函 数 族 。 如 
时 对 于 给 定 的 3 个 DiCC,G = 1,253), 光华 一 个 iG, 
在 每 一 个 D, RAHE, WI Æ je] 过 RR 是 正规 族 , 

” 作为 推论 ,可 直接 得 到 Montel ERER. ， 

EE (Montel) 设 {f} HELFE |s| €R ARII St oy 
Bik. 如 果 对 于 给 定 的 M as amt, HFK { 中 的 
每 一 个 fG), He) ~ as as oy 则 { 在 js| < R 内 是 正 规 
族 , 

因为 如 果 对 - D,, 414 aE D, WAF D; 将 不 会 存在 任何 
岛 ,因此 可 取 m, 一 co、 定理 6.3 条 件 成 立 . 

“定理 6.1 的 证 明 ”我 们 只 要 证 明 JsctPY 即 可 . 为 此 要 证 
AA, 对 于 任何 zt Ja K z 的 任 一 邻 域 UV， 在 U — {2} 内 总 有 
一 个 斥 性 周期 点 . 

根据 Je 的 完全 性 ,在 U 一 {sw} 内 总 存在 不 同 的 三 点 žr» 
z€ dg. 作 充分 小 的 加 及 

. D, = {ls — z| <a}cu — {n}, i= 1,2,3. 

使 得 D, 互 不 相交 。 我 们 知道 ,对 于 Dim 1,2,3) Be {E"} 在 
Di 不 正规 。 因 此 根据 定理 6.5, 对 限定 于 D 的 族 {E}, 及 给 定 
的 D,,D;,D,,{E*} 中 存在 一 个 Eg" "D; AB—SER— + D 上 
的 岛 , 即 DCD, E*:D, > D; 是 单 叶 上 映照， 即 存在 单 值 分 支 
E™i :Di DCDi f jm 1,2,3, 
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因此 只 有 三 个 情况 : 

“ 1° 存在 i, 使 得 BOD, > D,CD,. 

2° 存 在 viz€ {1,2,3} 4 

Bs :D;,, > DCD, 
E”: D, > Î; CD,. 
3 存在 iy in yds € u. 2 3}, 使 得 
E-"1:D, > D, CD,» 
BED > B,,CD,,, 
E™: D, > B,CD.. 

总 之 存在 m， 及 一 个 Di:， 不 妨 设 为 D, 使 得 有 单 时 分 支 

E`»: D, 一 ECDDCD， 
其 中 B=(D DCD, 
E” 在 D, 内 一 定 有 一 个 不 动 点 a, Ea) — a, BRE, 
应 用 .及 ouche HA, AF 、 a e 
-ø E "(za) 一 % 
| EG) — a = G@ = (ETO -1), 
而 
. [ET =s 
z — 5, ， 
E“@)—2:5:—-2, Æ D ASAPRHA, 因此 BWC) 
—: 有 一 者 点 a, 即 EB "(wx) RASA. E*(e)— oe, VW iie 
是 互 的 周期 点 :现在 证 明 (EYO <1, Alt 1(E*)(e)|> 
l; 是 斥 狂 半期 点 。 

PRED RAE He C= ol), $ D, = {ja — z < hahh 
BRM A 一 {it < 二， 使 得 ole) 一 0, 对 由 一 poE og; 
太一 和 A， 应 用 Schwarz 引 理 ,得 到 

M aO IPOH <1, Bit 0 < ETC <i, 

.至 此 我 们 证 明了 在 某 一 个 D.CU 一 {ww} 有 一 个 斥 性 局 期 点 ， 
z 是 穆 性 周期 点 的 极限 点 。 定 理 诈 完 . 
”附注 关于 超越 整 函数 存在 斥 性 周期 点 ， 且 Julia RERE 


ed a 


<i, 


RAR, OPEL, BB) 1968 年 为 Baker PAER, 
参考 [B1]。 这 里 定理 6.1 的 证 明 , 即 是 根据 Baker 的 严明 思想 而 
作 所 改变 得 到 的 


$ 7 整 函数 的 游荡 域 和 非 游荡 域 


到 目前 为 止 ， 上 述 的 关于 整 函数 的 动力 学 性 质 基本 上 是 与 有 
理 函数 的 动力 学 性 质 平 行 的 ， 著 名 的 Sullivan 定理 表明 ， 有 理 映 
. 照 系统 没有 游荡 域 ， 

对 超越 整 函 数 ,游荡 域 是 否 存 在 ? 

Baker 和 Herman 在 80 年代 分 别 构造 出 具有 游荡 稳定 域 的 
MGM (BV [B3], [He21)， 

Mb, Bakert 还 进一步 证 明了 : 

《iD 对 和 于 任意 给 定 的 p,1 <e<+o, 存在 一 整 函 数 , 其 级 
eB i 的 动力 系统 有 游荡 

Gi) 超越 整 函数 的 Fatou 集 的 任 一 多 连通 分 支 必 是 游荡 域 ， 

另 一 方面 Baker WAT, 

Gii) BPMO RS WA, 9 不 是 常数 , 则 


ia) 一 HO 没有 游荡 域 . 


Civ) BPC) 是 非常 数 多 项 式 , 则 Fe) 一 P(er) 没有 游荡 
H. 

(v) Eremenko 和 Lyubich m 进一步 证 明了 更 为 广泛 一 些 
的 一 个 函数 类 (有 限 型 整 函数 ) 没 有 游荡 域 ， 
l 一 个 非常 重要 的 问题 是 : :究竟 哪些 超越 整 函数 系统 有 游荡 域 ， 
Bee Awe Bo 这 一 问题 ， 还 远 远 没有 得 到 解决 。 

由 有 理 函 数 的 稳定 域 的 分 类 定理 ， 其 周期 分 支 只 可 能 是 吸 注 
RARER WIR, Siegel 圆 或 Herman 环 之 一 。 

A Gi) 可知， 超越 整 函数 的 Fatou 集 的 局 期 分 支 不 可 能 是 
Herman 环 ， 但 是 超越 整 函 数 ， 只 有 一 类 新 的 稳定 域 ， 我 们 称 超 
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越 整 函数 的 Fatou Mh DARE, MRK ee Dy 
总 有 fz — o, CH no). 

A R ER Fatou 集 的 每 一 个 周期 分 支 必 ERER, 
超 吸 人 性 域 . 抛 物 域 . 本 性 抛物 域 或 Siegel 圆 之 一 . 

本 节 所 叙述 的 结果 均 未 给 出 证 明 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 
的 文献 ， 
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SAR 一 般 解 析 函 数 的 动力 系统 


本 章 首先 介绍 一 般 解 析 逊 数 的 动力 系统 ， 从 而 发 现 只 有 有 到 
PK. EAM. WA C* 上 全 纯 自 映射 有 研究 价值 ， 第 2 
节 讨 论 C* 上 的 复 动 力 系统 的 性 质 ;第 3 节 研 究 亚 纯 函 数 的 动力 系 
统 ， 同 时 ,在 这 两 节 中 ， 还 找 出 它们 与 有 理 函 数 动 力 系统 和 整 函 数 
动力 系统 之 疗 的 一 些 联系 和 差别 


SL 一 般 解 析 函 数 的 动力 系统 概况 


在 前 五 章 中 ， 我们 介绍 了 有 理 消 数 动力 系统 和 整 沙 数 动力 系 
统 ， 有 理 函 数 和 整 函 数 都 是 特殊 的 解析 函数 ， 一 般 解析 函数 迭代 
生成 的 动力 系统 会 有 什么 样 的 性 质 ? Œ 1953 Æ, Rådström” $ . 
先 尝试 研究 了 这 一 间 题 ， 

设 DD 蚌 球面 $ 上 的 一 个 区 域 ， 是 定义 在 DD 上 的 亚 纯 阴 数 ， 
MWR 26D, 使 得 FEED, 那么 PO 一 HGW) 也 存在 ;如 果 
f(z)}€ PP， 则 还 可 以 定义 P) (P=). 依次 递 推 下 去 . 男 
此 ,对 一 个 给 定 的 z&€ DD， 只 有 两 种 情况 发 生 ,要 人 么 
PED, n= 0,1,2,..., 

其 中 
PG) — 2, P = 1s); 
SLAEN, fi 

. PGE D, Oa SN, 

a 
. fT GED, = 
在 后 耐 一 种 情况 , 当 eS N+? i, Fa) 没有 定义 ， 
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& D, = {zE DIP € Don = 0,152,°°' 
则 DCD, WE 
. P(D,)CD,, n= 1,2, 
GRRE {f*} 的 人 性质， 我 们 可 将 定义 域 DD 分 成 两 部 分 ， 称 
F(f) 一 {z€D,| {i} Æ = ER} 
为 了 的 稳定 集 或 Fatou 集 。 称 
| JQ) = D — FQ) 

为 1 的 Julia MR, WR FO BAM. JG) AR. 

2, ARH, 我 们 不 妨 假 定 1 RATIER: AS-D 
一 个 狐 立 点 , 则 这 一 点 是 于 的 本 性 奇 点 . 

下 面 我 们 就 ; $—D, 可 能 出 现 的 四 种 情况 分 别 讨论 f 的 动力 
系统 。 

J. §5—D,<— ps | 

I. $—D,~ {a}, 

i. S—D, = {¢,5}, 

IV. $ 一 D。 多 于 两 点 。 
在 情况 1 中 ，Ds 一 5, PADS, 即 了 是 $-*S 的 有 理 函数 . 
在 情况 I h, Dy = S$ 一 {o}, 则 D 一 8 或 者 D 一 8 一 {a}; 4 

D=S, W/EABRREA Ds 一 S Ait, 在 情况 I if, D= 

D, = S 一 {a}， 通 过 Möbius 变换 将 a Pe Boo, Ml f BR CG 
的 整 函数 。 

在 情况 Uh, De 一 5 一 {0,5}, 此 时 PDP=5, D~ s— 
{a} 或 者 De sS {abh 同情 况 [的 讨论 ，D 二 5 是 不 可 能 
呈现 的 ， 则 只 能 是 1 

H, 也 一 3 一 {e}， 

Ii, D= S — {a,b}, 
在 HL ht, Du = S—{s,b}, D=S—{a}, 那么 FED, 而 
beD,, MEE nl, 使 得 所 的 一 0; AMI) 也 不 属于 
Des W fb) = b 或 者 f(b) — a. MRSS) m b, BA f(b) 
bned, 2 与 bED, 矛盾 ， K f(b) 一 a, 并 且 5 是 方 称 
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Ha) 一 a 的 唯一 的 根 。 通 过 Möbius 变换 ， 将 5 RRO, akz 
00, Sl 7 FER C 一 {0} ~>C 一 {0} 的 全 纯 函 数 。 因 为 Möbius 3s 
换 不 改变 动力 系统 的 性 质 , 所 以 我 们 不 仿 认 为 了 就 是 已 一 {0}y 一 
C— {0} 的 全 纯 函 数 ，0 是 f 的 唯一 极点 ，co 是 本 性 奇 点 ， 因 此 
f(s) 具有 形式 
l Fa) 一 zero, (1.1) 
其 中 ne N, g(x) 是 非常 数 的 整 函数 在 I, RM, D= Dm S 
a 5}， 通 过 Mobius 变换 ,将 {a,b} RIHO, 0}, I f 变 成 
— {0} +C— {0} 的 全 纯 函 数 。 同 上 讨论 ,不 妨 认 为 了 是 C 一 
(oy Ct) 的 全 纯 函 数 ,0 和 co 是 本 性 奇 点 ， 故 f(x) 就 具有 
如 下 形式 
f(x) = amet 3) (1. 2) 
其 中 meZ, gs) 和 hle) 者 是 非常 数 的 整 于 数 . mite) R 
有 形式 《1.1)， 则 RMA D2) 就 有 形式 (D. a = C 
{0}。 因 此 ,在 情况 HI 时 ， 我 们 可 直接 讨论 0 和 co 是 本 性 奇 点 的 
SARK f:C* ~ Ct 形成 的 动力 系统 ， 称 之 为 O 上 复 动力 系 
$s, 

在 情况 IV 时 ,因为 f(D.)CD,,n—1,2,---, $ Montel 
定理 ,所 以 {f"} 在 De 的 每 个 内 点 正规 ， 即 FO) 一 IntDs。 同 
上 讨论 , 此 时 D < $8。 在 情况 IV th, 人 们 比较 感 兴趣 并 且 有 研 
究 价 值 的 是 D= C 的 情况 ， 因 为 5 一 D。 多 于 两 点 ， 所 以 了 是 
C+C 的 亚 纯 函数 , 且 至 少 有 一 个 极点 。 由 f 选 代 生成 的 动力 系 
统称 为 亚 纯 函数 动力 系统 。 BTEC LRT BES 
数 , 且 具有 形式 , 

Hs) — a+ (2 — a) PTEN (1:3) 
其 中 REN, ez) 是 非常 数 的 整 函数 。 此 时 f(z) 满足 情况 
U, 一 D. 只 包含 两 个 点 。 从 而 在 讨论 亚 纯 函数 动力 系统 时 ， 
我 们 要 求 满足 下 面 的 假定 ， 

假定 A Rik C 上 至 少 有 一 个 极点 的 亚 纯 函 数 ， 如 果 f 
只 有 一 个 极点 , 则 (6) 不 具有 形式 


=- ls 


at Cs — ay hen, 
其 中 kEN cs) 是 非常 数 的 整 函 数 ， 


§2.C* 上 做 动力 系统 


设 f 是 C* -> Cr 全 纯 函 数 ,0 和 co 是 本 性 奇 点 ， 考 虑 万 有 性 
M <x:C 一 Cr(s) 一 6。 如 果 存 在 PCC 也 是 全 纯 冰 数 , 且 
满足 ro = fom, DEE FARRE: 

cbc 
i: 
则 称 了 为 f 的 一 个 提升 ， ts, 
xof’ = fon, n= 1,2,°° 

Cr LBs {F} TER DR F) 有 密切 的 联 
K. 

. 显然 的 提升 不 叭 一 。 设 为 Mh BP ERAT. M 

. woft = frog 一 xofs, Yne N, 
所 以 

. exp (7? (z}) 一 exo (F(4)). E 
由 7; 和 fs 的 连续 狂 , 则 存在 整数 k Em zeC, 
AG) 一 Ji) + Zkari, Oe) 

oh Mh 是 整 函数 ,又 由 (# ) 式 , 则 对 C RARU, ER 
度量 下 ,如 果 (hh) 在 口 的 任意 紧 子 集 4 上 同等 连续 ,那么 fi 
在 4 上 同等 连续 ; 反之 亦 然 。 所 以 ,对 f 的 不 同 提升 ,它们 的 Julia 
集 和 Fatou 集 相同 。 我 们 可 取 f 的 任意 个 提升 了 来 进行 研究 ， 

因为 1 具有 形式 


f(s) = weet), 


其 中 neZ, eO 和 aCe) 是 非常 数 的 整 函数 , 则 了 就 有 形式 
T = nz + gle") + Ae. 
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5821 若 是 ? RGR ER 点 ， 则 
<(m) 是 f ROGER, h FEE AA. 
证 明 设 x, 是 了 的 周期 点 , 即 天 (zx) 一 z, 则 
f° orz) = wo f*(z,) = aZ)» 
即 eCa) 是 的 周期 点 ,又 因为 zo 一 J oz 所 以 
P) © (FY = Yia) + 2’, 
在 ar 点 为 
wF) > FY (ae) — (FY CODERE eos 
die PY Cz) = CY (x z,)). 
不 妨 设 ra%) EAA AA Ra, Bho nem 
1, BA 
CY (x(2))) = cry Cal) — CY (2). 
因此 , 若 % 是 了 DROGER EE IAL, BU) xC) 是 f 的 
EHR H, PEA. 证 毕 ， 
BMA RLO 为 1 的 斥 性 周期 点 集 的 闭 包 ， BD 
ACA = Closure{z€ Criz 是 FORE RMA. F.C) 一 C* 
“AG. 
引 理 2.2 “UG = 4 1). 
证 明 AYIA jg， 并且 | 
JG) 一 Closure{z € C:s 是 7 的 斥 人 性 局 期 点 } ,由 引 理 2.1, 所 
以 
x({z€ Ciz 为 了 的 计 性 周期 点 }) 
C{ze Cts 为 f 的 斥 往 周期 点 }. 
又 因为 = 的 连续 性 , 则 
Closure{æ({z€ Cie 为 -了 的 斥 性 周期 点 })} 
= zx PICA). 
下 面 证 ICU. 
因为 IDo, FUION, 故 存在 f iG FE tE JA MA 
点 ， 设 am 是 /的 任意 一 个 斥 人 性 周期 点 ， 即 存在 n, fin zs 
bn PYG), [del > 1， 那 么 对 任意 的 KEC), i 
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PED- in 则 Rye ICP); 如 果 PE) 关 Bo FE TERE k, 使 
得 PE E t thei, FG) — BG) — kwis D 
AEA) = Ses 
. AG) = ry EPP 
Ke % 是 hh HIER mE IG) = IG, 所 以 x (2) 
I), XINA za 的 任意 性 , M 
ACK). 
证 毕 ， 
引 理 2.3 AG) 一 iD. | 
EW thf 的 一 个 斥 性 半期 点 p， WEE n, P= ps 
PE É ia Y@), la, >l, z) = 96 NCP. 那么 E 
{pe Cip 是 } REAR) CAG). 
由 EAE, Ml) 
IDEARO). 
ER 的 一 个 尺 性 周期 点 4， 则 存在 n P= gih > 
1, 对 任 次 的 pew (Cg), BUSH 2.2 的 证 明 ， Pes. 由 
P AERE, o. 
DEIR. 
再 由 4 的 任意 性 | 
alae Cig 为 f oR MMA, 
进而 
aU (P CIF). 
BLRB, G = JG). 
Bim 2.4 POD 一 FCA) {re Ct: if} 在 * EM}, ACD 
一 了 用 一 {ze CF) 在 x 不 正规 }. 
证明 据 引 理 2.2, 可 得 FO 一 R. ER nE FCP), 
x(x € FCA), WE n 的 邻 域 ULF} HU ERM BBA (xo}*} 
BÆVER. H zoj" = fron, ME {F} 在 0) EM, x(a) 
是 {f°} 的 正规 点 。 om ioi 
AF oe, BERE, 则 Ee 
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a(PCP)) = FCA C{2€ C8 {ft} E ERE. 

下 面 证 明 CFO, MSO TIEN LCI — Are- 
{f} Es REM | o 

任 取 了 的 斥 性 周期 点 p, MEE k, Hoe p, i= (RY 

(p),12| > 1. 假若 W) 在 ?正规 ,那么 就 存在 ? NBR UL} 

n EEUE. 

O YEL 的 一 个 子 列 , 则 存在 子 列 ， 不 妨 仍 记 为 {f} 
FEU ARR p. 因为 f(y) p, K pxo, WA 
(fH) (x) > g a0, ioo, 

然而 | 
HY Cp) = LY Go) = a, a 
PRL 24 i toot, lv‘) leGe)| =o, fe AlS i 
IVi > +o; S275, BAAR. f} EPR ER, ped 
CA). 由? 的 任意 性 ， 
o [pe:p 是 了 UREA CIC). 
进而 得 到 IOCA. 
总 之 F(D FA, I= AGP. 
证 毕 。 
由 引 理 2.1, 2.29123, C .上 复 动力 系统 与 有 理 函 数 和 整 函 
数 的 动力 系统 有 下 列 类 似 的 性 质 . 
命题 2.1 J( 门 一 Closure{zé C*: cA i PRAMAS HK 
B dfs. . oos 
命题 22 JG) 和 F(f) 都 是 完全 不 变 集 , 即 
(FWD) = FWD = PFC), 
(4G) = p= 7G). 
命题 2.3 Jf) 是 完全 集 : 即 IG 一 JG). 
命题 24 JGO 1, 对 任意 o> 1 整数 都 成 立 。 
证 明 任 取 f 的 一 个 提升 f 已 知 ICP) 一 JC), 对 任意 
a> 1 整数 都 成 立 。 因 为 cof = fox, 并 且 UD) ~ aH), 
所 以 , 据 引 理 2.2， 2.3 Fi 2,4， ee 
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IH = I 一 eI) = IG) 
SER n> 1 整数 都 成 立 ， 证 毕 ， 


命题 25 HER be C*， HAUT ， 特别 地 ， 任 


给 56 JCA) il JIG) = Closure {ù KOLT 


”证 明 V2.6 IC), U 是 的 任意 一 个 领域 ， 那 么 {i} 在 
UU 不 正规 ,由 Montel 基本 定理 ， 


U f*(U) = CF, 
对 任意 的 BEC, 我 们 就 有 | 
Urolci Uro. 
BEE neU, KERM k BA ADEM), WA 7 


nerc Ur}. 


因此 , ne {UFO} ， 即 xDc[Uro] 

VEED, H IG) 的 完全 不 变性 和 JCA) 是 完全 集 ， 出 

{ TRO }cClosure [Uro Jep ， 
as 
ID EClosure [U F JE 
即 T 
JG) = Closure {Ur h 

“命题 2.6 IC) 不 能 包含 一 个 完全 不 变 的 真 闭 子 集 。: … ， 
证 明 假设 存在 小 是 IO 中 的 完全 不 变 喜 闭 子 集 , M AC 
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KFJ, A ha KH, F 一 Jom meyer 
, Wae Jy; 由 命题 2.5, 


(p= Clorure{ LJ P =} 。 


因为 1 是 完全 不 变 的 ， 所 以 INCL, 与 ACIP, B In 
JG) 矛盾 ,假设 不 成 立 ， REE. TER, 

命题 2.7 设 eI, DE n HeRR, UHRA 
H 4CC*， 都 存在 W， 使 得 当 nN i, ACPD). 

命题 2.8 如 果 IMG) «SH, 则 IG) = Cr. 

Fatou MAL Julie 将 C* 按照 U) 的 性 质 分 成 两 部 分 ， 
Ff) 是 完全 不 变 的 开 集 ,由 可 数 多 个 连通 分 支 构成 ， S 

定义 2.2 FO) 由 连通 分 支 构 成 , 称 这些 连 通 分 支 为 的 稳 
定 域 ， 对 f 的 一 个 稳定 域 D， 如 果 存 在 # 之 1, 使 得 f(D) 一 
D, 称 口 为 周期 稳定 域 ， 当 *= 1 时 ，DD 称 为 不 变 域 ， 如 果 存 在 
m>0,. E 所 CD) 是 局 期 稳定 域 ， 则 称 也 是 最 终局 期 的 。 显然 ， 
局 期 稳定 域 一 定 是 最 终局 期 的 ; 若 m >, DEMAM. 4 
E IDN = Ø, Yanma œm, WWE DEW SR. 

容易 得 出 、 若 卫 是 稳定 域 ， 则 Dc, MA SRR 
RE, HD) 一 D, 仍 是 FCf) 中 的 一 个 连通 分 支 。 

整 函 数 和 有 理 函 数 的 稳定 域 可 能 是 单 连通 的 ， 也 可 能 是 多 连 
通 的 。Baker 在 文章 [B] 和 [B:]. 中 证 明了 存在 一 些 整 函数 , 它 
们 甚至 有 无 穷 多 连通 的 稳定 域 。 下 面 定理 说 明 ， 对 任意 一 个 全 纯 
函数 f:C* -> C.F) 中 不 会 有 无 穷 多 连通 的 稳定 域 . 

定理 2.1 设 f:C* 一 Cr SHR, OMORAEAA, W 
Fi) 中 只 有 单 连 通 和 二 连通 稳定 域 ， 二 连通 稳定 域 最 多 只 有 一 
个 , 且 0 和 和 o5 在 不 同 的 余 集 分 支 中 ， 

证 明 RUE FD 的 一 个 稳定 域 ,是 4 连通 的 ,cu eae 
是 w 的 你 集 分 支 。 若 存在 cw, E0, © sem. ?Cw 是 简单 
ARR cw 与 其 它 余 集 分 支 ,7 所 国 的 包含 cot RIX 
VV NID eS. MU} 的 任意 子 列 , 都 存在 子 序 列 , 不 妨 记 为 


二 


it}, {fe} Es BT og, CH Cr SOM, 
或 者 8 一 0, MH emo, MR gr oo, ME M, 

Iil] <M; 
如 果 8 一 OO, Ax fra 0,0, 所 以 存在 M, 


1 oy 
M 
Fr le fam, 


由 于 了 中 没有 再 点 ， 据 最 大 模 原理 ， 
IPV < MÈ | 去 ria 


即 得 a} 在 了 内 正规 ,从 而 H} EVER, 5y REEI 中 
点 矛盾 .假若 x23, DHE cw, 使 0,c0aciw; 所 以 x 只 能 是 单 
连通 和 二 连通 的 ,并 且 对 二 连通 的 w,0 和 o 在 不 同 的 余 集 分 支 中 

下 面 证 明了 最 多 存在 一 个 二 连通 稳定 域 . 

假设 存在 两 个 二 连通 域 U, 和 U, n 和 n DH 4.0, 
中 分 离 0、 opo, 1 和 7, MARHA PAPS 
Ø. 

对 lf} 的 任意 子 列 ,: 必 存 在 了 序列 ， 不 妨 记 为 {Pt}, 在 w 内 
TREAT. gi» BA 


Uw 
fm aie 
{fra} 仍 是 {f°} 的 子 列 ， 所 以 存在 子 序列 在 VU. 内 闭 一 致 收 伍 于 
ga» AMIGA {ie}, Bi 


fre Oh. 
对 n 和 on 有 下 列 情况 : p 
(A) g(x) = 0,¢,(2) =m 00, 或 gD) oo,g(s) 0, 
(B) 其 它 情 况 . 
首先 ,我 们 讨论 CB) 情况 ,此 了 时 
£70, 0 或 
ami, HOO, 


hi" ©, g, 4, 
类 似 上 面 证 明 过 程 ， 据 最 大 模 原 理 ， 可 得 (fa) 在 7 正规 ， 从 而 
. {fr} 在 了 正规 ,与 VAIG) = Ø 矛盾 ,因此 (B) 情况 不 存在 ,只 
. 有 情况 (A). 
下 面 讨论 (A). 不妨 只 讨论 g= 0,g, o 情况 。 
对 {fth 


{pa} 仍 是 {F} 的 子 列 ， 所 以 存在 子 序列 ， 不 妨 仍 记 为 {fer}, 
在 mm ARR g. 因此 ， FEM, 4 gio 对 ， anj 
"SMES mo i 


pai T | <M, 

. 因为 71.7, ERY RAE 0 和 oo, 且 对 任意 的 saV 
P(nUPCY) 所 以 0，co amy), MERAY m 都 成 立 ， 即 

FRC) 和 PAC) 对 0，oo 的 环绕 数 不 等 于 零 ， 我 们 可 取 ywC 

P) 为 一 条 分 离 0，o 的 简单 闭 曲 线 。 取 定 my, AK, Toy 

Al Tat 所 图 域 记 为 Mes 其 中 my 之 aye k > ke. 因为 


H Tı 


PA U FaU) 是 0 的 领域 ,又 由 于 


` "4, 
- fr Chm”), 
并 且 
rll ZM, 
RA 
aa 7] < M, 
W 


Mii <M, 或 H Tal EM, Yn, > mye 
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因为 在 Var 解析, 据 最 大 模 原 还 ， 
fiYal EM, R Palen ŚM, 
从 而 


Hi U FaUl EM, 
, i Ti 


k || U Gaurebl<M， 


f R 


即 了 在 0 的 邻 域内 有 界 ,或 一 z 在 8 的 邻 域内 有 界 , 这 与 0 和 oo 是 


FERATA 所 以 情况 (A) 也 不 存在 因此 ， 假 设 不 成 立 , 最 多 
只 存在 一 个 二 连通 域 。 证 毕 。 

定义 23 BEC, MRE cE c, fe)— 8 H fC) 
一 0， HED f 的 临界 值 。 如 果 存 在 道路 .7: [0,1) —> C*, tim 76s) 


一 9 Ro, H limf(7@)) = p, 称 6 为 浙 近 信 。 它 们 统称 为 1 


的 奇 点 。 

定义 24 记 

S= 人 PC* 一 C* 全 纯 函 数 10 和 oo 是 本 性 奇 点 , f 只 有 有 限 个 

STAs A}. 

S 中 的 元 素 f RHE AAR Í 是 5 BN. 

设 DD 是 全 纯 葬 数 f:C* > C* 的 一 个 稳定 域 , 则 DD 受 么 是 最 终 
局 期 的 ， 要 么 是 游荡 的 ，Sullivan 证 明了 有 理 函 救 的 稳定 域 都 是 
最 终 周 期 的 。 只 有 有 限 个 渐 近 信和 临界 什 的 整 函 数 的 稳定 域 也 都 
是 最 作 周 期 的 ,但 也 存在 整 函数 ， 它 的 Faton HARAR. C 
上 复 动 力 系统 与 整 函数 的 情况 类 似 ，， | 

定理 2.2 Biles, WFO 没有 游荡 域 . 

证 明 f 只 有 有 限 个 青 点 , 设 为 0 

假设 FD) 中 存在 游荡 域 mw。 

不 妨 设 对 任意 的 2, «, 一 4) 中 没有 临界 值 和 渐 近 值 , 即 
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Pistol, 不 在 u, h, HA u, 都 是 单 连 通 的 . BUN # Ayo 
fas wa 

OFCA.) 一 {A,:A, = CA), n = 1,2,--+}, 

OCA,) = {At A.) = 4,.4,, = An nm = 0,1, 
2,-*+}, | 

FER iW. X OA, SEB, Hoh 

a. Wem {Ca 534) E R”; Vi . - my}, 
mIRE, Wa; €10,20],0 <a, < C Un C 2e, 使 [0 一 
§,a; + 8] 互 不 相交 ， 令 


+, ` 8 _ 
so-la] l8 — al <6, 
ü, [8 — a;l > 6, 
则 存在 M, 使 得 EACH <M, KZO < Mò. 令 
| 0648) 一 9 十 >) 6466), 


` plr z) = pl) 一 peist 2) Vz = re” E Ao. 
因此 ， FEM arc(a,b)C0A,, Ps | azote, » = id, 并 且 对 任意 + ae $, 
Pilas ae Pel Bags 


令 
. Met 2) = Bie. — ete EB. + ioe, 


84%, . 8,9, — 1869, 
rie iby bbe pegs gitar, do 


— e”? . 
re g+) 一 1r。 ie ein) a be 


= erol — bo 
1 十 ge 


-Eno ACD) 
= ev, i= i ~ 
© 2+ + noi (0) 
然而 bs = 1 + Sei), 1- mus lool 1+ mM’. W 
Sy . : ijma o fot. - . 
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EmA 8, i m > 2g +2,1 —mM8 > 0, BA 
lale > zM hl 


”由 归纳 法 ,可 在 ås 上 定义 
et z) = pf (2)) ° a 
n= O,1,25°° “又 因为 Í: Hs > Hutt 是 一 一 映射 ， 则 可 在 Ana E 
EX a 


Buya( ty) = shea (taf (2) . n, 


其 中 s= 051,2,-+-, m= 1,2,--°, AAA 
aiist), 2E Anmam = 0,1,2,- 
a(t #) = 1 ze C\O(A,). 
nta) 满足 第 二 章 $4 中 带 参 数 的 可 测 Riemann RAEN 条 
件 , 并 且 


alts) = pe, fC) + Fe vzecr, 
则 存在 OC) 一 0,08): We X CE 拟 共 形 映射 ;保持 0, B, 
ons, BEC*—V, EP V = {pab}. 
设 天 一 Deft, f 是 C* 一 C* 全 弛 隙 数 ,以 0 和 oo AA 
性 奇 点 ， RRA ， 
. {®,(81),-- +50, CAIT 
设 A€EC*,1(A) B, Hm >2¢t 2, WEE: Kits 的 曲 
R Y， 使 得 
PG, A) = DCA} 
OCB) = Plepi = 12 ds 
对 任意 的 1 E 7 都 成 立 。 E 
下 面 的 证 明 ， 需要 以 下 两 个 引 理 。 
O 525 ox) os): 1X CC 是 一 族 拟 共 形 
映射 ， 了 一 {Bis =., sba 是 C* 上 全 纯 函 数 f 的 奇 点 集 。 设 p, Ge) 
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在 7 XC 上 连续 ,保持 0, Boo AR, BEC*-~V, MMB 
He 7, pofon C—O BEM, Hae ACC 一 三 7， 
使 其 4) 一 8B, H É 
(8) 一 ACOP P VIET, 
(A) = pA), WET, 
由 Vré Ts 有 
pofopr' 一 pofops', 
即 . 
(briop)efe (griog) := f. 
EPH A $4 引 理 4.2 BU, mo 
M26 设 wsy x CO MEIA 25 条件, 则 Vee, 
pr 9g,| xp 一 id. 
证 明 过 程 与 第 二 章 $4 引 理 4.3 BU, 
由 引 理 2.5 和 2.6, 可 得 到 . 
(Drio®,)ofo Pro0,) — f, 
PrO, dp = Id, 
因此 
5109, lao, 一 Edy O70, U, > VU, 
对 所 有 MI aU, © Prop, 会 绝 ， 由 Fatou 边 值 定理 ， 对 这 样 芍 
zy Pi!eD, (eo) = z, 


下 面 我 们 估计 这 样 的 z AEE 

XL) OD ) 一 8:97) + OP, 十 Bees" . Ont = $, 

TORAO T oe 

(3) 8,9, =i" + O40, a = 0,1 = O7 @, ws 
因为 * 


0,0 一 0 当 且 仅 当 TEU, m Mey Wie vs 
所 以 由 C2) 和 (3), 得 到 : . 
- Or =14>3,F,—0 .. | . i 
> nC m 一 ‘A 而 nT prt) - 一 Ore, 的 
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0,0; 'o@,) = 0 <=> 6,9, = 0,0;,0;' = 0 
> € (U, — AD) N CU, — DioD tA)) 
<>r € U, — [A,U97708,(A,)], 
BERL BM TOOD PKA) 一 Bo 
VEET, 因为 COO, ) r= 0, 由 Fatou id EEH, Orro 
$) 一“ < 
那么 存在 By € Ay, $= Or'oD, Ce), Milt 
pr'o (Or 100,(z))) = ay = Pro Cm) 一 
a c= 2, €A,, CEA, 矛盾 ， 故 假设 不 成 立 ， 工 存 在 , 邑 
AU Drog AD 一 A,。 因 此 
no@,| yo ™ Id» OPO, aa M Id, 
因为 p, Mo, 在 A, 上 的 复 伸缩 商 相同 ， 所 以 @iop7 和 
PoP 是 全 纯 函 数 , 即 po@;toP,om;' 在 A, 上 共 形 , 又 由 于 
Placet. T id, WEE, arc(a,b)COA,, 


则 
POP laran Td, 
并 且 
Pr Pio opr! | veto T ld, 
则 我 们 就 得 到 


pobo opr |z, 一 Id, 
pr'op las, Or'e@, las = 1d,VEET, 
这 与 p, 作法 所 得 到 的 结果 plan 2 loa Ves ET? 
盾 , 因 而 最 初 的 假设 不 成 立 , 即 游荡 域 UL KEE, FCS) 中 的 稳 
定 域 都 是 最 终局 期 的 证 毕 、 
”定理 2.3 设 D 是 了 的 一 个 不 变 域 , 则 它 是 下 列 情 况 之 一 : 
(1). DE RGR), A DD 中 存在 一 Tm (HR) 性 不 动 点 
Zo HE Vee D, fe) >a. >, 
(2) 了 是 抛物 的 ， BI DASA AREA RU Zas 
HE YzED, f(s) —> zo n>. .. 
(3) DÈ Siegel #, De SUE, j 在 D 上 全 纯 共 相 于 无 
re 


Bebe MFE h E DARE OWNS EEE 
数 s， 使 下 图 交换 : 
ptlp 
a fa. 
å— A 
g i> e'z 
人 D 是 Herman 环 ; D 是 一 连通 的 ， 1 全 统 共 弦 于 无 理 施 
转 。 
《5) 号 是 本 性 抛物 的 , DD 的 边界 上 有 一 个 本 性 奇 点 , 且 了 中 任 
意 一 点 在 f 的 迭代 作用 下 收 化 到 该 点 ， 
， 证 明 与 整 函数 和 有 理 函 数 的 Sullivan 分 类 定理 证 明 过 程 类 
W, SADR ye, 


- WEDE fH? 周期 稳定 域 ， 则 DD 是 pr 的 不 变 域 ,因此 同样 
有 如 上 上 分类。 


$ 3.， 亚 纯 函 数 动力 系统 


EPCOS 是 一 个 超越 亚 纯 函数 。 在 本 节 中 ， 我 们 设 半 满 

足 假定 A, Mi 是 至 少 有 一 个 极点 的 超越 亚 纯 函数 ; 如 果 f 只 有 

一 个 极点 ,那么 它 不 具有 形式 l 
at (3 — ay her, 

其 中 REN, g0) BRM RORM. 1 为 f 的 第 次 先 代 ， 如 

FUG f 的 极点 , 先 代 就 会 停止 。 设 4 为 f 的 极点 集 , B 为 oo 的 所 

有 原 象 点 集 , 则 


B = (JEA). 
amg : 
若 满足 假定 A, MBEESASR, 
1 的 Fatou 集 或 稳定 集 
EC 一 1secitfe Æ z EM}, 
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的 Julia 党 - 
~ CC— PU). 
Ff) BAR, JG) 是 闭 售 。 ‘an BCI), k IG) =D. 

定理 3.1 2 FP) RAE HEF), BD FC) 是 
完全 不 变 的 开 集 ，*E J(f) ARBRE (0) €IG)U {co}, 

证 明 可 直接 由 上 述 定 义 推 得 ， 

E31 称 

E(f) = {z€ CIO Ce) 一 人 (ez Nj 是 有 限 点 集 } 为 i 的 
例外 值 集 。 

EGA) 中 最 多 包 售 丙 个 点 ,并 且 由 于 f 满足 假定 A, Rill oo0€E 
P). 

引 理 3.1 对 任意 的 g € ICA) 和 任意 的 ECF), WW 是 0 0- 
Cp) 的 一 个 聚 点 ， 
”证 明 Bge J PREG). W OG 中 三 个 互 不 相 疝 的 信 
ros 和 zs， 使 得 它们 都 不 同 于 且 又 都 不 是 f 的 周期 点 。 那么 可 
出 现下 列 两 种 铺 况 ; 

C1) 存在 4 的 一 个 邻 域 5， 合 得 对 任意 的 2 CN, f REU 
有 定义 且 征 亚 纯 的 ,但 是 ff} 在 & 的 任意 一 个 邻 域 下 内 都 不 正 
H; .. 
(2) 4 pote — Hh a6 HETE BPA. 
在 人 (17 中， 在 取 4 的 一 个 邻 域 了 COU， 存在 充分 大 的 ?， 使 
得 下 列 方 程 

f(s) 5, r, Re ; 

rh bee Vee 我 们 不 妨 认 为 对 无 穷 多 个 n, 
存在 z, EV , 使 得 fx) 一 如 果 其 中 存在 * 和 7 mt m> 
n, E tm zs 一 4， 那么 POs, 5 OANA ew. A 
此 ,了 中 存在 eg, HH zeEO-(Cp)。 

在 (2) 了 时, 设 了 是 9? 的 任意 一 个 邻 域 ,了 中 有 吾 的 点 w wo 
ff 的 极点 并 且 是 PORE. AiE, Woe Te RM 
WCY 中 ， 存 在 sef {rst}, 2% 0 并 且 易 知 Ag. 
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” 综 上 所 述 ， 我 们 六 可 在 4 HRY KRIA z, Ha ~g, 
并 且 ,ze 0-(p)。 证 毕 . . 

定理 32 If) 是 完全 集 并 且 J(f) =B 

证 明 据 引 理 3.1， 因 为 OEE, MA 

ICR’ CIGY, 

则 JGY =I, HB ID = B. TER, 

定理 3.3 /AREAMAE JCA) PRE. 

这 个 定理 的 证 明 需 要 Abi fors .的 五 岛 定理 ， 的 

引 再 3.2 设 f 是 C LMU, Eu, E, 是 .C 中 
单 连通 区 域 ， E “ysE, 互 不 相交 ， FHA Eim 1,3,5 的 边 
FED AMMA Jordan 曲线 , 则 至 少 存在 一 个 i,1 志 i 所 5, È 
使 得 C 中 有 无 穷 多 个 有 界 单 连 通 区 域 D。( 亦 称 为 岛 ), f:D, > 
E, 是 单 时 的 - 

”定理 3.3 的 证 明 任 给 EIU AERP, 
我 们 可 以 找到 五 个 不 同 的 点 249, EU, BARR n, EA 
afn 的 极点 ，i 一 1 ,5。 进 一 步 ,我 们 可 取 到 一 个 p> 0， 
使 得 E, 一 D(xi,p)CU，E, WR E, 互 不 相交 , 并且 

, FREN) > CEM}, im l,.--,5 
是 无 分 歧 覆 盖 。 选 取 r>0, 使 得 
-A= {eile > r} CPE), 1 Eis. 

根据 引 理 3.2, 存 在 一 个 1， 我 们 不 妨 设 一 ， 和 无 穷 多 个 
有 界 的 单 连通 区 域 DCC, 使 得 f:D, 一 E, 是 单 叶 ， 且 对 和 枉 何 
一 个 只 ， 只 有 有 限 个 D, 与 DC(0,R) 相交 。 因 此 一 定 在 A 中 存 
在 单 连 通 区 域 D, 伍 得 fD, -> E, BM. E 中 也 存在 一 
‘PSHM E'CE,, 使 得 fk’ -> D， 是 单 叶 的 ， 从 而 

ft EB’ — EDE 

BEK. BREN RBM, k pow 在 E, 内 存在 一 个 吸 做 
不 动 点 ¥. 所 以 如 中 的 9 是 于 的 斥 性 局 期 点 ,证 毕 。 “+ i 

FG) BAR, N, 是 F(f) 中 的 任意 一 个 连通 分 支 , f N, 
BRA FC) 的 另 一 个 连通 分 支 N H, 即 KND)CN. xt Po 
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分 支 应 用 Gross 旺 定理 (参见 [Ts]), 则 (N) 是 N 中 的 稠密 
开 子 集 , 并 且 任 意 的 WEN VON), w 是 上 的 渐 近 值 ， 即 存在 路 - 
f 7(4):{0,1) — lim7(z) = 00 fim #(7(2)) 一 w, 

定义 3.2 FC) 是 完全 不 变 的 开 集 。N。 是 FG) 的 一 个 连 
BOX. MAREE FO 的 连通 分 支 N。， 使 得 PONDCN,. 如 
ANNAN, = ,Vnsmsn Am, W N, 是 游 苏 分 支 ; 否则 称 Ne 
是 最 络 周 期 的 。 如 果 存 在 正 整数 p， 使 得 ?CN CN， 则 称 No 
Er 局 期 的 ， 如 果 p 一 1, W N 是 不 变 的 连通 分 支 . 

„EX 3.3“ 如果 亚 纯 函 数 了 满足 

fC— WCW | 
EHEH AE W e {ar oj， p 是 正 整 数 ; 则 称 f 是 有 
限 型 的 。 
ie, 上 述 定 义 与 整 函数 和 c* 上 全 纯 自 映射 的 有 限 型 的 定 x 
是 一 致 的 . 
313.3 设 上 是 C 上 的 亚 纯 函数 ,W 一 los ssh 
fC- WI2C—W ' 
EAEE, 并 设 F 有 游荡 分 支 ， 则 FO) 有 一 个 游荡 分 
支 U， 使 得 U, RAEM, U, 一 PCO), U= U, FA 
PUp > Ugs Rom Os l Zee 
ER, | “ 

证 明 wR} 是 整 隙 数 或 者 1 是 C* LSeHeRH. 51 E 
显然 成 立 ， 下 面 我 们 就 设 j 是 有 再 函数 或 者 是 满足 假定 A 的 超越 
TARAA. AHi W 一 fa, yay} 是 使 得 

a fC- iW) >C- W 
LED RRBHRLRE, 

UE FD) 的 一 个 游荡 分 支 ，D。 为 FCO) 中 包 合 POU 
的 连通 分 支 。 不 妨 设 
. UNW = $$, n0, 

从 而 : 
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FEU, SU, 
EER A. 7 ， . 
下 面 证 明 -以 是 单 过 通 的 , 同 理 U # 2 0， 也 是 单 连 通 的 . 
假设 Uo ABE, WW U, 包含 了 一 条 解析 Jordan 曲 
Ay HATE U 中 不 是 零 伦 的 。 闭 路 Hr) UL 
BEBE. 事实 上 , Ë 7。 在 U0。 内 是 零 伦 的 ， 则 在 U, A, 
Ta 的 同 伦 提升 + ~ 0, PEFEA. 7, 可 自 交 ， 但 它 是 有 限 条 解 
MASTER, 每 条 弧 可 被 横 截 多 次 ， 
如 果 {f*} WERTH FC) 的 分 支 了 内 都 有 非常 数 的 
- 限 函数 , 则 了 是 予 周 期 的 ,所 以 U 只 有 一 个 常数 极限 函数 ，7。 的 
球面 直径 d, 一 0，* 一 co. 设 10e(<1) 为 矿 中 两 点 疗 的 最 小 
球面 距离 。 存在 m, E dce, 4 nIm it, am, 
Cv, 有 有 限 多 个 分 支 , 记 Dea 为 包含 7, 的 8 邻 城 的 外 部 的 分 
Ms 其余 分 支 记 为 Dil SiS m(n)， 称 为 小 分 支 。 Ta 与 小 分 
支 的 并 集 记 为 ?, 一 C\D,,,。 注 意 到 
diam?, — diamy,, 
AF ICT ya 
asm, 记忆 为 某 个 小 分 支 Diu, OD 由 闭路 和 I” =a 
(NC. 构成 。 最 多 只 有 一 个 矿 中 点 aE Pun RTR HR 
ME Fon 那么 
GP CY CU ga. 
现在 ,在 方 一 D(a,,26) — {a} A, 
T ~ kë, 
其 中 keZ, B= + 2004 Iu, Oy e, 车 rer, 
ME GG = p i ft nax ce Dem, FELT a 
~ kd 
BHH 
i r~ 8, l 
HPA PHL ko DRE, RH, ADEE a sae A, 
RTL ET Aa Fe aT PLS 
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如 果 kæ, a Ee BOER BE. 此 时 ， ROE 升 A 伦 
at (1 — sX a) ssl, A= D(a,,2€), F 可 得 到 
- (C) 了 在 4 中 同 伦 于 一 条 常数 道路 ac， 其 中 4 是 (A) 的 
ate 点 的 分 支 ， Ait fe ABW. IR 
diamf{ A) < 4E, 
= k=0, $ A—D, 仍然 可 得 到 结论 (C). 
”如 果 了 ,+1 内 没有 WW 中 点 o, WAX 了 ,+ 的 一 个 充分 小 的 
单 连通 的 邻 续 ,结论 (C) 仍然 成 立 ， 
因而 ,无论 什么 情况 ,总 可 育 结 论 CC). 
下 面 我 们 证 明 DC4。 如 果 i 是 超越 的 ,9e4。 若 f 是 有 理 
HR. 结论 也 成 立 ， 如 果 A, T 的 分 核 数 
: a(z) = nay x) = 0, 
从 而 2€D, 因此 DCA, FH 
diamf(D) = diamf (A) < 4e, 
因为 了 是 亚 纯 的 ,所 以 
OAD) CHODICT ,+s 
我 们 可 知道 
KAD ND = Ø. 
BAR, (DYDDvvi0y N) diamf(D) > 4s。 因 此 ， 
l (DCF au. 
上 式 对 任意 一 个 小 分 支 也 都 成 立 。 由 
PIC? ats a 
可 归纳 得 到 
，， POSIT as REO, wm, 
th, Ps RA CFC), 进而 4 CFG), W ACU AX 
T, 在 U, HARADA A. 
FNI G 
与 9.CF(f) FB. RA U 不 是 单 连通 的 假设 不 成 立 。 
U, 是 单 连通 的 ; 同 理 .0,,# 0 也 是 单 连 通 的 。 证 毕 。 
定理 34 设 CoC REAR, We {asih 使 
= 432. 


得 
fC—fWwy>t—-w 
LEA EMER WW FC) 没有 游荡 分 支 , 

证 明 假设 FO) 有 游荡 分 支 , 根据 引 理 3.3，F(Cf) 中 存在 
游荡 分 支 Uss f: U, = P(U) > Ugn 是 双 射 ， 并 且 Uys kad 
是 单 连 通 的 ， 

因为 U, 是 单 连 通 的 ， 我 们 可 在 U 上 重复 应 用 第 二 章 $4， 
$55 和 56 中 的 氢 共 形 方法 ,最 后 导出 矛盾 。 证 明 下 了 略 . 

% ”定理 3.4 的 证 明 关 键 基 引 理 3.3, 而 我 们 已 经 注意 到 引 理 3.3 
HARAR, 整 函 数 和 Ce 上 爹 缉 自 映射 等 特殊 的 亚 纯 函数 也 是 
RÉI. 第 二 章 中 拟 共 形 形变 的 方法 也 适用 ， 因此 ， 我 们 实际 上 
找到 了 一 个 证 明 第 二 章 Sullivan 定理 、 第 六 章 中 定理 2. 2 RAR 
定理 3.4 的 通用 方法 。 

N 是 FCA) 的 一 个 连通 分 支 ， N, BARRED, ZAE 
最 终 周期 的 . 同 其 它 形 式 的 动力 系统 一 一 样 ， 我 们 可 对 局 期 分 支 进 
行 分 类 。 O 

定理 3.5 设 f 是 亚 纯 函数 ， N, Æ F(f) 的 一 个 连通 分 x, 
存在 正 整数 p .使 得 FCNODCNo， 则 N, 是 下 列 情况 之 一 : 

(1) Ne 是 吸 ( 超 吸 ) 性 ， No HAE f? 的 一 个 吸 ( 超 吸 ) 竹 不 
A , . . 
(2) N, 是 抛物 的 。 Ni 的 边界 上 有 P 的 一 个 有 理 中 性 不 动 
点 。 

(3) N, 是 Siegel #, 

(4) N, 是 Herman 环 . 

以 上 四 种 情况 与 第 三 党 Sullivan 分 类 定理 ， 第 六 章 定理 2. 3 的 对 
应 情况 是 一 样 的 。 

(5) Ne BA MON, 存在 z, € ÔN, (2, 可 能 是 co)， 使 得 
在 N, tH, P'en 但 是 P 在 omy 不 是 全 纯 的 ， 如 果 eal, 
ža "车 存在 的 话 ， 就 只 能 是 oo。 

+ TERA [BKL3]. 


«133 


$ 3 x K 


[Al] L.V. Ablfarfors, Lectures on quasiconformal mappings, Van Mostr- 
and, 1966. 
CA2] L.¥. Ahifors, Conformal invariants, topics in geometric function 
theory, McGraw-Hill, 1973. l l 
(A3] L.V. Ahlfors, Compiler analysis, McGraw-Hill, 1979. t 
[AB] L.V. Ahlfors and L, Bers, Riemann's mapping thearem for variable 
metrics, Ann. of Math., 72(1960). : 

[AS] L. ¥. Ahlfors and L. Sario, Riemann Surfaces, Princeton University 
Press, 1966. a 。 
LB1] I.N. Baker, Repulaive fixpoints of entire functions, Math. Z., 104 

(1968). o, 
[B2] LN. Baker, Limit functions and sets of nonnormality in iteration 
. theory, Ann. Acad, Sci. Fenn. Ser. Al. -Math., 467 (1970). 
EB3] LN. Baker, An entire function which bas wandering domains, 3, Au- 
etral. Math. Soc. Ser., A, 22(1976) t 
[B4] I.N. Baker, Wandering domains in the iteration theory of entire fu. 
nections, Proc. London Math, Soc., 49 (1984). i 
(BS) 1.N, Baker, Some entite functions with multiply-counected wandering 
domains, Erg. Th. and Dyn. Sys., 5 (1985). 
[B6] LN, Baker, Wandering domains for maps of the punctured plane, 
Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. AI. Matb., 12(1987). a 
[BE Li] LN. Baker, J. Kotue and Li Yinian, Iterates of meromorphic fu- 
netions I, Erg. Th. and Dyn. Sys., 11€1991). 
[BKL2] LN. Baker, J. Kotus and Li Yinisen, iterates of meromorphic fu. 
actions Il, J. London Math. Soc., + C1990). ‘ 
[BKL3] LN. Baker, J. Kotus and Li Yinian, [trerates of meromorphic fu- 
netions Il: Preperiodic domains, Erg. Th. and Dyn. Sys.,11¢1991). 
[BKL4} LN. Baker, J. Kotus and Lit Yinian, Itecates of meromorphic, tu- 
actions IV: Critically entire functions, Resuits in Math., 221392). 
Bea] A.F. Beardon, The geometry of discrete groups, Springer-Verlag, 
1963. 
(Ber] L. Bers, On Sullivan's proof of the finiteness theorem and the eve- 
utual periodicity theorem, Amex. J. Math., 169(1987). 
(Bi) P. Blanchard, Complex analytic dynamic on the Riemann Sphere, Bu- 


©1346 


Il. Amer. Math, Soc., 11€1984), 
(Crh) H. Cremer, Uber die Iteration rationales Funktionen, Jabresbericht 
DMV, 33¢1925). 
[Cra] H. Cremer, Zum Zentrumproblem, Math, Ann., 98(1927). 
[Cr3] H. Cremer, Uber die Häufigkeit der Nichtzentren, Math, Ann., 115 
(1938). 
CD] A. Douady, Systema dynamics Rolomorphes, Séminaire Bourbaki, 599 
(1982); Aslerisque, 105—106 19835, 
TELI} A.E. Eremenko and M. Yu. Lyubich, Iterates of entire functions, 
Dokl. Aksd. Nauk SSSR, 279 (1984): English transl., in Soviet 
. Mach, Dokl., 301984). 
[EL2] A. E. Eremenko and M, Yu, Lyubich, Iterstes of entire functions, 
Preprint No. 6—84 Fiz-Tekhns. Inst. Nizkikh Temperatur Akad. 
， Nauk UET。SSR， 民 har'kov， 1984 (Russian), 
[PI HTH, Ct LAHIRE MPE, 5,34,1991), ` 
[Fsi] M. P. Fatou, Sur les equations functionelies, Bull. Soc. Math. Fra- 
. Hee, 47 (1919); 48C1920). 
[Fa2] M.P. Patou, Sur Viteration des fonctions transcendantes entieres, 
Acta Math., 47 (i926). 
[Ha] W.K. Hayman, Meromorphic functions, Oxford, 1964, 
[Hel] M.R. Herman, Sur la conjugaison differentiable des diffeomerphi- 
smes du cerle a des rotations Publ. I, H, E, S. » 4901979). 
[Hez]. M.R. Herman, Examples de fractions rationelles ayant une orbit 
dease sur la aphere de Riemann, Bull, Soc. Math, France, 112¢1984), 
[He3] M. R. Herman, Are there critical Points on the boundaries of si. 
ngular domains? Comm, Math, Phys., 99 (1985). 
[Ju] G. Julia, Memoire anr Viteration des fonctions ratinnelles, J. Math. 
Pures Appl., 8(1918). 
[Ke] L, Keen, Dynamics of holomorphic mapa of C*, Holomerphic func- 
tions and moduli, MSRI, 10, Springer, 1988, 
{Li] EE o HAS FE We St Be SL Ae Me a TAT YO hOB Fg EH BR a 1.988, 
[LG] Lä Yinian, On the proof of Sullivan's eventual Periodicity theoram, 
Acta Math Sinica (New Series), (4), 5, C1989). 
[Lz] EUSP Se ee ih Te, ASEM EAT 1991, 
[Ly1], M. Ya. Lyubich, Entropy properties of rational endomorphisme of 
the. Riemann sphere, Erg. Th. and Dyn. Sye., 3€1983). 
[Ly2] M. Yu. Lyubich, On the measure of maximal entropy of a ratio_ 


a 


nal endomorphism of the Riemann sphere, Funk, Anal, i Prilazhen, 
-16 (1982), English transl, in Functional Anal. Appl, 16 (1982), 


» 145» 


期 限 

{Ly31M. Ya. Lyubi wy the trajectories of ratio- 
gal mapping of the sphere, 1 期 前 将 3 (19835, 

CMa] P, Makienko, iteration of analy. Dokl. Akad. Na. 
uk SSSR, 297 (19473, English transi., et Math, Dokl., 36 
C1988), 

CNel] R. Nevanlinos, Eindeutige analytische Funktionen, Springer, 1953. 

[Ne2] R. Nevanlinna, Analytic functions, Springer 1970, l 

{Raj H. Rådström, On tho iterates of analytic functions, Math, Scand,, 1 
(1953), i 

Sh] M. Shishikura, On the quasiconformal surgery of rational functions, 
Aan Sci, Ecole Norm, Sup., 20 (1987), 4 | 

LSi] C. L. Siegel, lteration of a nalytic functions, Ann. of Math., 43 

(1942). 

CSM] c. L, Siegel and J. Moser, Lectures an Celestial Machanics, Sprin- 
ger-Verlag, L971. 

[Sul] D. Sullivan, Wtération dee fonctions analytiques complexes, C. R. 
Acad. Sci. Parit Sér. I Math., 294 (1982). 

ESu2] D. Sullivan, Conformal dynsmical Systems, Springer-Verlag, Lectus 
re Notes, 1007, 1983. 

(Su3] D. Sullivan, Quasicoaformal homeomor-phioms and dynamics I; $o- 
lution of the Fatou-Julis problem on wandering domains, Ann. ` of 
Math., 122 (1987). _ 

[Su4] D. Sullivan, Quasiconformal bomeomor phisms and dynamics If, 
Acta Math., 155 (1985), _ | 

[$a5] D. Sullivan, Quasiconforma! homeomor phisms and dynamics III, Pre- 
print THES/M/63/1, Inst. des Hautes Etudes Sci,, 1983. 

[Te] M. Tsuji, Potential theory in modern function theory, Maruzen, 
1959. 


© 136 + 


